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Introduccio´n
El estudio de las propiedades matema´ticas de las alianzas en grafos fue
iniciado por P. Kristiansen, S. M. Hedetniemi y S. T. Hedetniemi en [26].
En el referido trabajo, se definen varios tipos de alianzas entre las que desta-
camos las alianzas defensivas, las alianzas ofensivas, y las alianzas duales.
Adema´s, se plantea el problema de calcular el mı´nimo cardinal de los difer-
entes tipos de alianzas de un grafo; a cada uno de estos para´metros se les
denomina nu´mero de alianza (defensiva, ofensiva o dual, en dependencia del
tipo de alianza en cuestio´n). Por u´ltimo, en dicho trabajo se calcula el nu´mero
de alianza defensiva para algunas familias de grafos conocidos y, para grafos
arbitrarios, se obtienen varias cotas tensas en funcio´n de para´metros conoci-
dos del grafo como, por ejemplo, el orden y el grado ma´ximo. El nu´mero de
alianza defensiva tambie´n ha sido estudiado para el caso de alianzas globales
y de alianzas fuertes [19, 26]. El estudio de las alianzas ofensivas, y ofensivas
fuertes, se inicio´ por Odile Favaron y otros en [10] donde se obtienen cotas
superiores para el nu´mero de alianza ofensiva y se calcula el valor exacto de
dicho para´metro para algunas familias de grafos conocidos. Respecto al estu-
dio de las propiedades matema´ticas de las alianzas duales, so´lo se conoce una
cota inferior para el nu´mero de alianza dual de la familia de grafos Cn ×Cm
[1].
Los conceptos de alianza defensiva y alianza ofensiva fueron generalizados
por K. H. Shafique y R. D. Dutton en [38, 41] donde se inicia el estudio de
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2los conjuntos libres de k-alianzas y de los cubrimientos de k-alianzas.
Una de las principales motivaciones de este estudio esta´ dada en la com-
plejidad computacional de los para´metros estudiados; el problema de calcular
el nu´mero de alianza (defensiva, ofensiva o dual) pertenecen a la clase “NP -
complete”, [2, 10, 12, 14, 40]. Por otro lado, las alianzas (defensivas, ofensi-
vas o duales) sirven de modelo matema´tico de diversos problemas pra´cticos
y teo´ricos que han venido apareciendo en la literatura de diversas a´reas del
conocimiento, como es el caso de estructura de datos [40], comunidades web
[16], bioinforma´tica (estudio del proteoma y el genoma) [22], redes sociales y
foodwebs [7, 25, 45], as´ı como sistemas de defensa [27].
En este trabajo estudiamos propiedades matema´ticas de las k-alianzas en
grafos y prestamos especial intere´s a la relacio´n que existe entre el nu´mero de
k-alianza (defensiva, ofensiva y dual) y otros para´metros conocidos como, por
ejemplo, el orden, la medida, el cuello, el dia´metro, el nu´mero de independen-
cia, el nu´mero de dominacio´n, la conectividad algebraica y el radio espectral.
En algunos casos obtenemos el valor exacto del nu´mero de k-alianza y, en
general, obtenemos cotas tensas no triviales para dicho para´metro. En el caso
del grafo l´ınea, se obtienen resultados sobre el nu´mero de alianza (defensiva
y ofensiva) en funcio´n de para´metros conocidos del grafo original. A lo largo
de toda la memoria particularizamos al caso de grafos planares y de grafos
cu´bicos. Estudiamos, adema´s, la relacio´n entre alianzas defensivas y ofensi-
vas, as´ı como las principales propiedades de los conjuntos libres de k-alianzas
y de los cubrimientos de k-alianzas. Otra de las aportaciones de esta memoria
es el inicio del estudio de las k-alianzas conexas y de las k-alianzas indepen-
dientes, as´ı como el estudio de la relacio´n entre los conjuntos k-dominantes
totales y las k-alianzas (defensivas, ofensivas y duales).
Esta memoria esta´ estructurada en tres cap´ıtulos. Los dos primeros,
aunque de similar estructura, son independientes y esta´n dedicados al estudio
de las k-alianzas defensivas y de las k-alianzas ofensivas, respectivamente. En
3el Cap´ıtulo 3 estudiamos las k-alianzas duales, los conjuntos k-dominantes
totales, as´ı como los cubrimientos y los conjuntos libres de k-alianzas. Al-
gunos de los resultados que aqu´ı se presentan han sido publicados en revis-
tas internacionales [29, 30, 31, 34, 42] y otros esta´n en v´ıas de publicacio´n
[14, 33, 35, 37, 44]. Adema´s, los principales resultados de esta memoria han si-
do dados a conocer mediante la presentacio´n de comunicaciones en congresos
internacionales [13, 32, 36, 43].
Antes de definir con precisio´n el concepto de k-alianza (defensiva, ofen-
siva y dual), vamos a establecer alguna notacio´n y terminolog´ıa. A lo largo
de la memoria Γ = (V,E) denotara´ un grafo finito, no dirigido y simple.
Denotaremos el orden de Γ por |V | = n y la medida por |E| = m. El grado
de un ve´rtice vi ∈ V sera´ denotado por δ(vi) (o por δi por brevedad), el
grado mı´nimo de Γ sera´ denotado por δ y el grado ma´ximo por ∆. El sub-
grafo inducido por un conjunto S sera´ denotado por 〈S〉 y el complemento
del conjunto S ⊆ V en V sera´ denotado por S¯. Para un subconjunto no vac´ıo
X ⊆ V , y un ve´rtice v ∈ V , denotamos por NX(v) al conjunto de vecinos
que v tiene en X:
NX(v) := {u ∈ X : u ∼ v}.
El grado del ve´rtice v en X sera´ denotado por δX(v) = |NX(v)|.
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Cap´ıtulo 1
Alianzas defensivas
Resumen
Estudiamos las principales propiedades de las k-alianzas defen-
sivas y de las k-alianzas defensivas globales. Prestamos especial
intere´s en el nu´mero de k-alianza defensiva (global) y su relacio´n
con otros para´metros de un grafo. En algunos casos obtenemos el
valor exacto de dicho para´metro y, en general, obtenemos cotas
tensas, particularizando en el caso de grafos cu´bicos, de grafos
planares, y del grafo l´ınea de un grafo simple. En este cap´ıtulo,
adema´s, iniciamos el estudio de las k-alianzas conexas.
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6 Alianzas defensivas
1.1. Definiciones y propiedades ba´sicas
Un conjunto no vac´ıo S ⊆ V es una k-alianza defensiva en Γ = (V,E),
−∆ ≤ k ≤ ∆, si se cumple
δS(v) ≥ δS¯(v) + k, ∀v ∈ S. (1.1)
Llamaremos condicio´n de k-alianza defensiva a la relacio´n (1.1). Si para un
ve´rtice v ∈ S se cumple la relacio´n (1.1), diremos que v cumple la condicio´n
de k-alianza defensiva en S. Alternativamente una k-alianza defensiva en Γ
se define como S ⊆ V tal que
2δS(v) ≥ δ(v) + k, ∀v ∈ S, (1.2)
o bien
δ(v) ≥ 2δS¯(v) + k, ∀v ∈ S. (1.3)
El concepto de k-alianza defensiva fue introducido en [38] como una gen-
eralizacio´n del concepto de alianza defensiva definido en [26]: una alianza
defensiva es una (−1)-alianza defensiva, mientras que una alianza defensiva
fuerte es una 0-alianza defensiva. A lo largo de esta memoria usaremos in-
distintamente ambas nomenclaturas. Las 0-alianzas defensivas tambie´n son
conocidas como conjuntos cohesivos [41].
En el caso de una alianza defensiva, S, se dice que cada ve´rtice de S
esta´ protegido de un posible ataque de los ve´rtices de S¯ por no estar en
inferioridad nume´rica respecto a sus vecinos en S¯. En el caso de una alianza
defensiva fuerte se dice que cada ve´rtice de S esta´ fuertemente defendido de
un posible ataque de los ve´rtices de S¯ por estar en superioridad nume´rica
respecto a sus vecinos en S¯.
No´tese que las alianzas defensivas son el modelo matema´tico de las co-
munidades web tal y como fueron definidas por G. W. Flake, S. Lawrence y
C. L. Giles en [16]: una comunidad web es un conjunto de pa´ginas web que
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tienen ma´s enlaces (en ambas direcciones) a miembros del conjunto que a
pa´ginas de fuera del conjunto.
Para cada uno de los tipos de alianzas estudiados en esta memoria, lla-
maremos nu´mero de alianza al mı´nimo cardinal de una alianza del tipo cor-
respondiente. Por ejemplo, el nu´mero de k-alianza defensiva de Γ, denotado
por ak(Γ), es el mı´nimo cardinal de una k-alianza defensiva en Γ. No´tese que
para todo grafo se cumple ak+1(Γ) ≥ ak(Γ).
El nu´mero de (−1)-alianza defensiva, es conocido como nu´mero de alian-
za defensiva, y es denotado por a(Γ) = a−1(Γ), y el nu´mero de 0-alianza de-
fensiva es conocido como nu´mero de alianza defensiva fuerte, y es denotado
por aˆ(Γ) = a0(Γ) [17, 19, 26].
Figura 1.1:
En el 3-cubo, Q3, mostrado en la Figura 1.1, cualquier par de ve´rtices
adyacentes forma una alianza defensiva de cardinal mı´nimo y cualquier con-
junto de ve´rtices que forme un ciclo de orden 4 es una alianza defensiva fuerte
de cardinal mı´nimo. As´ı, a−1(Q3) = a(Q3) = 2 y a0(Q3) = aˆ(Q3) = 4.
Recordemos que un conjunto S de ve´rtices de un grafo es dominante
si todo ve´rtice de S¯ es adyacente a, al menos, un ve´rtice de S. El mı´nimo
cardinal de un conjunto dominante de Γ recibe el nombre de nu´mero de
dominacio´n de Γ y es denotado por γ(Γ).
Llamamos k-alianza defensiva global a una k-alianza defensiva que es un
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conjunto dominante. El nu´mero de k-alianza defensiva global de Γ sera´ de-
notado por γak(Γ). Evidentemente, para todo grafo se cumple γ
a
k(Γ) ≥ γ(Γ),
γak(Γ) ≥ ak(Γ) y γak+1(Γ) ≥ γak(Γ).
El nu´mero de (−1)-alianza defensiva global, es conocido como nu´mero
de alianza defensiva global, y es denotado por γa(Γ) = γa−1(Γ), y el nu´mero
de 0-alianza defensiva global es conocido como nu´mero de alianza defensiva
global fuerte, y es denotado por γaˆ(Γ) = γa0 (Γ) [19, 26].
Figura 1.2:
En el grafo de Petersen, mostrado en la Figura 1.2, el conjunto S =
{3, 6, 8, 10} es una alianza defensiva global de cardinal mı´nimo y cualquier
conjunto de ve´rtices que forme un ciclo de orden 5 es una alianza defensiva
global fuerte de cardinal mı´nimo. En este caso γa(Γ) = γa−1(Γ) = 4 y γ
aˆ(Γ) =
γa0 (Γ) = 5.
Si cada ve´rtice de Γ tiene grado par, entonces toda alianza defensiva de Γ
es fuerte y, por consiguiente, a(Γ) = aˆ(Γ) y γa(Γ) = γaˆ(Γ). En general, si todo
ve´rtice de Γ tiene grado par y k es impar, k = 2l− 1, entonces toda (2l− 1)-
alianza defensiva (global) en Γ es una (2l)-alianza defensiva (global). Por lo
tanto, en este caso, a2l−1(Γ) = a2l(Γ) y γa2l−1(Γ) = γ
a
2l(Γ). Ana´logamente,
si cada ve´rtice de Γ tiene grado impar y k es par, k = 2l, entonces toda
(2l)-alianza defensiva (global) en Γ es una (2l+1)-alianza defensiva (global).
Por lo tanto, en este caso, a2l(Γ) = a2l+1(Γ) y γ
a
2l(Γ) = γ
a
2l+1(Γ).
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Para algunos grafos, existen valores de k ∈ {−∆, . . . ,∆}, para los cuales
no existen k-alianzas defensivas. Por ejemplo, para k ≥ 2 en el caso del grafo
estrella Sn, no existen k-alianzas defensivas. Las ∆-alianzas defensivas so´lo
existen en aquellos grafos que tengan una componente conexa isomorfa a un
grafo ∆-regular. De (1.1) podemos concluir que para todo grafo y para toda
k ∈ {−∆, . . . , δ} existe al menos una k-alianza defensiva. Por ejemplo, una
(δ)-alianza defensiva en Γ = (V,E) es V . Adema´s, si v ∈ V es un ve´rtice de
grado mı´nimo, δ(v) = δ, entonces S = {v} es una k-alianza defensiva para
todo k ≤ −δ. Como ak(Γ) = 1 para k ≤ −δ, en esta memoria consideraremos
los casos −δ ≤ k ≤ ∆. Igualmente, para algunos grafos, existen valores de
k ∈ {−∆, . . . ,∆}, para los cuales no existen k-alianzas defensivas globales.
Por ejemplo, en el caso de los grafos no regulares, no existen ∆-alianzas
defensivas globales. Por lo tanto, las cotas mostradas en la memoria para
γak(Γ), con k ≤ ∆, se obtienen suponiendo que el grafo Γ contiene k-alianzas
defensivas globales.
No´tese que para todo grafo Γ, todo conjunto dominante es una (−∆)-
alianza defensiva global. Por tanto, γa−∆(Γ) = γ(Γ). Adema´s, para todo grafo
∆-regular de orden n, γa∆−1(Γ) = γ
a
∆(Γ) = n.
1.2. Alianzas defensivas
P. Kristiansen, S. M. Hedetniemi y S. T. Hedetniemi en [26] mostraron
que para todo grafo Γ de orden n y grado mı´nimo δ,
a−1(Γ) ≤ n−
⌈
δ
2
⌉
y a0(Γ) ≤ n−
⌊
δ
2
⌋
.
A continuacio´n generalizamos el resultado anterior al caso de k-alianzas de-
fensivas y obtenemos cotas inferiores.
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Teorema 1. Para todo k ∈ {−δ, . . . ,∆},⌈
δ + k + 2
2
⌉
≤ ak(Γ) ≤ n−
⌊
δ − k
2
⌋
.
Demostracio´n. Si X ⊆ V es una k-alianza defensiva en Γ para δ ≤ k ≤ ∆,
entonces ak(Γ) ≤ |X| ≤ n ≤ n −
⌊
δ−k
2
⌋
. Supongamos −δ ≤ k ≤ δ. Sea
S ⊆ V un conjunto de cardinalidad n − ⌊ δ−k
2
⌋
. Para todo ve´rtice v ∈ S se
tiene δ(v)−k
2
≥ ⌊ δ−k
2
⌋ ≥ δS¯(v). Por lo tanto, S es una k-alianza defensiva y
ak(Γ) ≤ |S| = n−
⌊
δ−k
2
⌋
.
Para deducir la cota inferior supongamos que el conjunto X ⊆ V es una
k-alianza defensiva. Para todo v ∈ X se cumple
δ(v) = δX(v) + δX¯(v)
δ(v) ≤ δX(v) + δ(v)− k
2
δ(v) + k
2
≤ δX(v) ≤ |X| − 1
δ + k + 2
2
≤ |X|.
Por lo tanto, se deduce el resultado.
Corolario 2. Para todo k = {1− n, · · · , n− 1}, ak(Kn) =
⌈
n+ k + 1
2
⌉
.
Teorema 3. Para todo k, r ∈ Z tal que −δ ≤ k ≤ ∆ y 0 ≤ r ≤ k+δ
2
,
a
k−2r(Γ) + r ≤ ak(Γ).
Demostracio´n. Sea S ⊂ V es una k-alianza defensiva de cardinal mı´nimo en
Γ. A partir del Teorema 1 se tiene δ+k+2
2
≤ |S|, entonces podemos tomar
X ⊂ S tal que |X| = r ≤ k+δ
2
. Por lo tanto, para todo v ∈ Y = S −X,
δY (v) = δS(v)− δX(v)
≥ δS¯(v) + k − δX(v)
= δY¯ (v) + k − 2δX(v)
≥ δY¯ (v) + k − 2r.
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As´ı, Y es una (k−2r)-alianza defensiva en Γ y, como consecuencia, ak−2r(Γ) ≤
ak(Γ)− r.
Del resultado anterior se derivan las siguientes consecuencias.
Corolario 4. Sea t ∈ Z.
Si 1−δ
2
≤ t ≤ ∆−1
2
, entonces a2t−1(Γ) + 1 ≤ a2t+1(Γ).
Si 2−δ
2
≤ t ≤ ∆
2
, entonces a2(t−1)(Γ) + 1 ≤ a2t(Γ).
Corolario 5. Para todo k ∈ {0, . . . , δ},
si k es par, entonces a−k(Γ) + k2 ≤ a0(Γ) ≤ ak(Γ)− k2 ,
si k es impar, entonces a−k(Γ) + k−12 ≤ a−1(Γ) ≤ ak(Γ)− k+12 .
En [17, 26] se mostro´ que para todo grafo Γ de orden n,
a−1(Γ) ≤
⌈n
2
⌉
y a0(Γ) ≤
⌊n
2
⌋
+ 1. (1.4)
A partir del Corolario 5 y (1.4) obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 6. Para todo k ∈ {−δ, . . . , 0},
ak(Γ) ≤
⌈
n+ k + 1
2
⌉
.
Un ejemplo donde la cota anterior se alcanza es el grafo completo Γ = Kn.
La arista conectividad de un grafo Γ denotada por ε(Γ), es el nu´mero
mı´nimo de aristas cuya supresio´n hace que Γ resulte un grafo no conexo.
Proposicio´n 7. [26] Para todo grafo de orden n con ε(Γ) < δ,
a(Γ) ≤ aˆ(Γ) ≤
⌊n
2
⌋
.
12 Alianzas defensivas
Si existe una biparticio´n de los ve´rtices del grafo Π(Γ) = {V1, V2} con
|V1| ≥ 2 y |V2| ≥ 2 tal que ε(Γ) sea igual a la cantidad de aristas entre
los ve´rtices de V1 y los ve´rtices de V2, entonces se dice que Π(Γ) es una
ε(Γ)-biparticio´n no singular.
Corolario 8. [26] Sea Γ un grafo de orden n. Si Γ contiene una ε(Γ)-
biparticio´n no singular, entonces
a(Γ) ≤ aˆ(Γ) ≤
⌊n
2
⌋
.
Proposicio´n 9. [26] Sea Γ1 × Γ2 el producto cartesiano de los grafos Γ1 y
Γ2,
(i) a(Γ1 × Γ2) ≤ min{a(Γ1)aˆ(Γ2), a(Γ2)aˆ(Γ1)},
(ii) aˆ(Γ1 × Γ2) ≤ aˆ(Γ1)aˆ(Γ2).
Es conocida la importancia del segundo menor autovalor de la matriz
laplaciana de un grafo debido a la gran cantidad de informacio´n que contiene
en relacio´n con la estructura del grafo. Este autovalor, frecuentemente lla-
mado conectividad algebraica, permite obtener cotas tensas para importantes
invariantes de un grafo que son muy dif´ıciles de calcular.
La conectividad algebraica de Γ, µ, satisface la siguiente igualdad mostra-
da por Fiedler en [15].
µ = 2nmı´n

∑
vi∼vj
(wi − wj)2∑
vi∈V
∑
vj∈V
(wi − wj)2
: w 6= αj para α ∈ R
 , (1.5)
donde V = {v1, v2, ..., vn}, j = (1, 1, ..., 1) y w ∈ Rn.
Con el siguiente resultado mostramos una relacio´n entre la conectividad
algebraica de un grafo y su nu´mero de k-alianza defensiva.
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Teorema 10. Para todo grafo conexo Γ de orden n y conectividad algebraica
µ,
ak(Γ) ≥
⌈
n(µ+ k + 1)
n+ µ
⌉
.
Demostracio´n. Si S denota una k-alianza defensiva en Γ, entonces
δS¯(v) + k ≤ |S| − 1, ∀v ∈ S. (1.6)
De (1.5), tomando w ∈ Rn definido como
wi =
{
1 si vi ∈ S;
0 en otros casos,
se obtiene
µ ≤
n
∑
v∈S
δS¯(v)
|S|(n− |S|) . (1.7)
As´ı, de (1.6) y (1.7) se obtiene
µ ≤ n(|S| − k − 1)
n− |S| . (1.8)
Por lo tanto, resolviendo (1.8) para |S|, y considerando que es un entero se
obtiene la cota para ak(Γ).
La cota anterior es tensa. No´tese que si Γ = Kn, entonces la conectividad
algebraica µ = n y por lo tanto, ak(Kn) =
⌈
n+k+1
2
⌉
. Adema´s, si Γ es el
icosaedro, a−1(Γ) = 3; en este caso n = 12 y µ = 5 −
√
5 por lo que el
teorema anterior conduce a a−1(Γ) ≥ 3.
Teorema 11. Para todo grafo conexo Γ de orden n, grado ma´ximo ∆ y
conectividad algebraica µ,
ak(Γ) ≥
⌈
n(µ− ⌊∆−k
2
⌋
)
µ
⌉
.
14 Alianzas defensivas
Demostracio´n. Si S denota una k-alianza defensiva en Γ, entonces
∆ ≥ δ(v) ≥ 2δS¯(v) + k, ∀v ∈ S. (1.9)
De ah´ı que ⌊
∆− k
2
⌋
≥ δS¯(v), ∀v ∈ S. (1.10)
As´ı, de (1.7) y (1.10) se obtiene el resultado.
La cota anterior es tensa. Se alcanza, por ejemplo, en el grafo completo
Γ = Kn y para k = 0 en el grafo de Petersen y en el 3-cubo.
La longitud del menor ciclo de un grafo Γ recibe el nombre de cuello de Γ,
y se denota girth(Γ). En [26] se obtuvo el siguiente resultado que relaciona
el cuello de un grafo regular de grado pequen˜o con su nu´mero de alianza
defensiva y su nu´mero de alianza defensiva fuerte.
Lema 12. [26] Para todo grafo Γ,
(i) si Γ es 3-regular, entonces a(Γ) = 2 y aˆ(Γ) = girth(Γ),
(ii) si Γ es 4-regular, entonces a(Γ) = aˆ(Γ) = girth(Γ),
(iii) si Γ es 5-regular, entonces a(Γ) = girth(Γ).
Como consecuencia de los resultados anteriores se obtiene una interesante
relacio´n entre el cuello y la conectividad algebraica de un grafo regular de
grado pequen˜o.
Teorema 13. Para todo grafo conexo Γ de orden n y conectividad algebraica
µ,
(i) si Γ es 3-regular, entonces girth(Γ) ≥
⌈
n(µ−1)
µ
⌉
,
(ii) si Γ es 4-regular, entonces girth(Γ) ≥
⌈
n(µ−2)
µ
⌉
,
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(iii) si Γ es 5-regular, entonces girth(Γ) ≥
⌈
nµ
n+µ
⌉
.
Demostracio´n. El resultado es consecuencia directa del Teorema 10, Teorema
11 y Lema 12.
Para comprobar la efectividad de las cotas anteriores vamos a considerar
los siguientes ejemplos en los cuales las cotas anteriores coinciden con los
valores exactos del cuello. Si Γ es el grafo de Petersen, δ = 3, n = 10 y
µ = 2, entonces se obtiene que girth(Γ) ≥ 5. Si Γ = K2,2,2, δ = 4, n = 6 y
µ = 4, entonces se obtiene girth(Γ) ≥ 3. Si Γ es el icosaedro, δ = 5, n = 12
y µ = 5−√5, entonces se obtiene que girth(Γ) ≥ 3.
1.2.1. Alianzas defensivas y grafo l´ınea
En esta seccio´n iniciamos el estudio de las propiedades matema´ticas de
las alianzas del grafo l´ınea L(Γ) = (Vl, El) de un grafo simple Γ. Para el
caso regular, o bipartito semirregular, damos el valor exacto del nu´mero de
k-alianza defensiva de L(Γ) y, para el caso general, obtenemos cotas tensas.
El grado de un ve´rtice e = {u, v} ∈ Vl es δ(e) = δ(u) + δ(v) − 2. Si la
secuencia de grados de Γ es δ1 ≥ δ2 ≥ · · · ≥ δn, entonces el grado ma´ximo de
L(Γ), ∆l, esta´ acotado por
∆l ≤ δ1 + δ2 − 2 (1.11)
y el grado mı´nimo de L(Γ), δl, esta´ acotado por
δl ≥ δn + δn−1 − 2. (1.12)
Teorema 14. Para todo grafo Γ de grado ma´ximo δ1, y para todo k ∈ {2(1−
δ1), . . . , 0},
ak(L(Γ)) ≤ δ1 +
⌈
k
2
⌉
.
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Demostracio´n. Supongamos que k es par. Sea v ∈ V (Γ) un ve´rtice de grado
ma´ximo en Γ y Sv = {e ∈ E : v ∈ e}. Sea Yk ⊂ Sv tal que |Yk| = −k2 y sea
Xk = Sv − Yk. As´ı, 〈Sv〉 ∼= Kδ1 y, como consecuencia,
δXk(e) = δ1 − 1 +
k
2
≥ δ2 − 1 + k
2
≥ δX¯k(e) + k, ∀e ∈ Xk.
Por tanto, Xk ⊂ Vl es una k-alianza defensiva global en L(Γ). Para k par
tenemos que ak(L(Γ)) ≤ δ1+
⌈
k
2
⌉
. Adema´s, si k es impar, entonces ak(L(Γ)) ≤
ak+1(L(Γ)) ≤ δ1 +
⌈
k+1
2
⌉
= δ1 +
⌈
k
2
⌉
.
Una ventaja de aplicar la cota anterior es que se requiere del conocimiento
de poca informacio´n acerca del grafo Γ; solamente el grado ma´ximo. La cota
anterior es tensa, como veremos mas adelante, para todo grafo δ-regular, y
k ∈ {2(1 − δ1), . . . , 0}, ak(L(Γ)) = δ +
⌈
k
2
⌉
. No obstante, la cota anterior
puede ser mejorada para el caso de un grafo no regular. La desventaja de tal
mejora consiste en que necesitamos tener ma´s informacio´n sobre el grafo.
Teorema 15. Sea Γ un grafo simple cuya secuencia de grado es δ1 ≥ δ2 ≥
· · · ≥ δn. Sea v ∈ V tal que δ(v) = δ1, sea δv = ma´x
u:u∼v
{δ(u)} y sea δ∗ =
mı´n
v:δ(v)=δ1
{δv}. Para cada k ∈ {2− δ∗ − δ1, . . . , δ1 − δ∗},
ak(L(Γ)) ≤
⌈
δ1 + δ∗ + k
2
⌉
.
Adema´s, para cada k ∈ {2− δ1 − δ2, . . . , δ1 + δ2 − 2},⌈
δn + δn−1 + k
2
⌉
≤ ak(L(Γ)).
Demostracio´n. Sea v ∈ V un ve´rtice de grado ma´ximo δ(v) = δ1 tal que v sea
adyacente a un ve´rtice de grado δ∗. Sea Sv = {e ∈ E : v ∈ e}. Supongamos
que δ1 + δ∗ + k es par. Tomando S ⊂ Sv tal que |S| = δ1+δ∗+k2 , se obtiene
〈S〉 ∼= K δ1+δ∗+k
2
. As´ı, ∀e ∈ S,
δS(e)− k = δ1 + δ∗ + k
2
− 1− k ≥ δ1 + δ∗ − 1− δ1 + δ∗ + k
2
≥ δS¯(e).
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Luego, S es una k-alianza defensiva en L(Γ) y, como consecuencia, ak(L(Γ)) ≤⌈
δ1+δ∗+k
2
⌉
. Si δ1 + δ∗ + k es impar, entonces δ1 − δ∗ > k. Por lo tanto,
ak(L(Γ)) ≤ ak+1(L(Γ)) ≤
⌈
δ1+δ∗+k+1
2
⌉
=
⌈
δ1+δ∗+k
2
⌉
.
La cota inferior se obtiene del Teorema 1 y (1.12).
Corolario 16. Para todo grafo δ-regular, δ > 0, y para cada k ∈ {2(1 −
δ), . . . , 0},
ak(L(Γ)) = δ +
⌈
k
2
⌉
.
Corolario 17. Para todo grafo Γ bipartito semirregular de grados δ1 > δ2, y
para cada k ∈ {2− δ1 − δ2, . . . , δ1 − δ2},
ak(L(Γ)) =
⌈
δ1 + δ2 + k
2
⌉
.
En algunos casos se pueden obtener cotas para ak(L(Γ)) a partir de los
resultados obtenidos para ak(Γ). Por ejemplo, como consecuencia del Teore-
ma 11 se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 18. Sea Γ un grafo conexo de medida m y secuencia de grados
δ1 ≥ δ2 ≥ · · · ≥ δn. Sea µl la conectividad algebraica de L(Γ). Entonces,
ak(L(Γ)) ≥
⌈
m
(
µl −
⌊
δ1+δ2−2−k
2
⌋)
µl
⌉
.
P. Kristiansen, S. M. Hedetniemi y S. T. Hedetniemi obtuvieron una
caracterizacio´n de los grafos con nu´mero de alianza defensiva (fuerte) menor
o igual que 3.
Lema 19. [26] Para todo grafo Γ,
(i) a(Γ) = 1 si, y so´lo si, δ ≤ 1.
(ii) a(Γ) = 2 si, y so´lo si, δ ≥ 2 y Γ tiene dos ve´rtices adyacentes de grado
a lo sumo 3.
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(iii) a(Γ) = 3 si, y so´lo si, a(Γ) 6= 1, a(Γ) 6= 2 y Γ tiene un subgrafo inducido
isomorfo a uno de los siguientes grafos:
1. P3, con ve´rtices, en orden, u, v y w, donde δ(u) y δ(w) son a lo
sumo 3, y δ(v) es a lo sumo 5.
2. K3, donde cada ve´rtice tiene grado a lo sumo 5.
(iv) aˆ(Γ) = 1 si, y so´lo si, Γ tiene un ve´rtice aislado.
(v) aˆ(Γ) = 2 si, y so´lo si, δ ≥ 1 y Γ tiene dos ve´rtices adyacentes de grado
a lo sumo 2.
(vi) aˆ(Γ) = 3 si, y so´lo si, aˆ(Γ) 6= 1, aˆ(Γ) 6= 2 y Γ tiene un subgrafo inducido
isomorfo a uno de los siguientes grafos:
1. P3, con ve´rtices, en orden, u, v y w, donde δ(u) y δ(w) son a lo
sumo 2, y δ(v) es a lo sumo 4.
2. K3, donde cada ve´rtice tiene grado a lo sumo 4.
A continuacio´n caracterizamos los grafos cuyos grafos l´ınea tienen nu´mero
de alianza defensiva menor que 4.
Teorema 20. Para todo grafo Γ,
(i) a(L(Γ)) = 1 si, y so´lo si, Γ tiene una componente conexa isomorfa a
K2 o Γ tiene un ve´rtice de grado 1 adyacente a un ve´rtice de grado 2.
(ii) Si a(L(Γ)) 6= 1, entonces a(L(Γ)) = 2 si, y so´lo si, Γ tiene un subgrafo
inducido isomorfo a P3 de ve´rtices u, v, w, en este orden, tales que
δ(u) + δ(v) ≤ 5 y δ(v) + δ(w) ≤ 5.
(iii) Si a(L(Γ)) 6= 1 y a(L(Γ)) 6= 2, entonces son equivalentes:
1. a(L(Γ)) = 3.
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2. Se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(a) Γ tiene un subgrafo inducido isomorfo a P4, de ve´rtices u, v, w, x,
en este orden, tales que δ(u) + δ(v) ≤ 5, δ(x) + δ(w) ≤ 5 y
δ(v) + δ(w) ≤ 7.
(b) Γ tiene un subgrafo inducido isomorfo a K3, de ve´rtices {u, v, w}
tales que δ(u) + δ(v) ≤ 7, δ(u) + δ(w) ≤ 7 y δ(v) + δ(w) ≤ 7.
(c) Γ tiene un subgrafo inducido isomorfo a la estrella K1,3, de
ve´rtices {u, v, w, x} y centro v, tales que δ(v) + δ(u) ≤ 7,
δ(v) + δ(w) ≤ 7 y δ(v) + δ(x) ≤ 7.
Demostracio´n.
(i) En L(Γ) existen ve´rtices de grado 0 si, y so´lo si, Γ tiene alguna com-
ponente conexa isomorfa a K2. Por otro lado, en L(Γ) hay ve´rtices de
grado 1 si, y so´lo si, Γ tiene algu´n ve´rtice de grado 1 adyacente a un
ve´rtice de grado 2. Aplicando el Lema 19 se deduce el resultado.
(ii) Supongamos que a(L(Γ)) 6= 1. Por el Lema 19, a(L(Γ)) = 2 si y so´lo si,
existen dos ve´rtices adyacentes a, b ∈ Vl tales que δ(a) ≤ 3 y δ(b) ≤ 3.
Adema´s, a ∼ b con δ(a) ≤ 3 y δ(b) ≤ 3 si, y so´lo si, existen u, v, w ∈ V
tales que a = {u, v} y b = {v, w}, con δ(u) + δ(v) − 2 = δ(a) ≤ 3 y
δ(v) + δ(w)− 2 = δ(b) ≤ 3.
(iii) Supongamos que a(L(Γ)) 6= 1 y a(L(Γ)) 6= 2.
El resultado se obtiene al aplicar el Lema 19 teniendo en cuenta los
siguientes casos.
1. L(Γ) tiene un subgrafo inducido isomorfo a P3, con ve´rtices, en
orden, a, b y c, donde δ(a) ≤ 3, δ(c) ≤ 3 y δ(b) ≤ 5 si, y so´lo
si, Γ tiene un subgrafo isomorfo a P4, de ve´rtices u, v, w, x, en
este orden, tales que las aristas de dicho subgrafo son a = {u, v},
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b = {v, w} y c = {w, x} con δ(u) + δ(v) ≤ 5, δ(x) + δ(w) ≤ 5 y
δ(v) + δ(w) ≤ 7.
2. L(Γ) tiene un subgrafo inducido isomorfo a K3 si, y so´lo si, Γ
tiene un subgrafo isomorfo a K3 o un subgrafo isomorfo a K1,3.
Adema´s, a = {u, v} es una arista de G tal que δ(a) ≤ 5 si, y so´lo
si, δ(u) + δ(v) ≤ 7.
La prueba de la caracterizacio´n para las alianzas defensivas fuertes es
completamente ana´loga a la anterior.
Teorema 21. Para todo grafo Γ,
(i) aˆ(L(Γ)) = 1 si, y so´lo si, Γ tiene una componente conexa isomorfa a
K2.
(ii) Si aˆ(L(Γ)) 6= 1, entonces aˆ(L(Γ)) = 2 si, y so´lo si, Γ tiene un subgrafo
inducido isomorfo a P3 de ve´rtices u, v, w, en este orden, tales que
δ(u) + δ(v) ≤ 4 y δ(v) + δ(w) ≤ 4.
(iii) Si aˆ(L(Γ)) 6= 1 y aˆ(L(Γ)) 6= 2, entonces son equivalentes:
1. aˆ(L(Γ)) = 3.
2. Se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(a) Γ tiene un subgrafo inducido isomorfo a P4, de ve´rtices u, v, w, x,
en este orden, tales que δ(u) + δ(v) ≤ 4, δ(x) + δ(w) ≤ 4 y
δ(v) + δ(w) ≤ 6.
(b) Γ tiene un subgrafo inducido isomorfo a K3, de ve´rtices {u, v, w}
tales que δ(u) + δ(v) ≤ 6, δ(u) + δ(w) ≤ 6 y δ(v) + δ(w) ≤ 6.
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(c) Γ tiene un subgrafo inducido isomorfo a la estrella K1,3, de
ve´rtices {u, v, w, x} y centro v, tales que δ(v) + δ(u) ≤ 6,
δ(v) + δ(w) ≤ 6 y δ(v) + δ(x) ≤ 6.
A continuacio´n compararemos a(Γ) y a(L(Γ)). Hay casos en los que
a(Γ) = a(L(Γ)). Un ejemplo trivial es Γ ∼= Ck (Γ isomorfo a un ciclo de orden
k). Veamos algunos casos donde la igualdad no se cumple. Por ejemplo, en
el caso del grafo impar Γ = O5
1, tenemos a(L(O5)) = 5 ≤ 6 = girth(O5) =
a(O5). En otros casos a(Γ) < a(L(Γ)). Por ejemplo, si Γ es un a´rbol o Γ es un
grafo que contiene exactamente un ciclo, con Γ  Ck, entonces 1 = a(Γ) ≤
a(L(Γ)). En particular, si Γ ∼= K1,n, n > 2, entonces a(Γ) = 1 < n − 1 =
a(L(Γ)).
Figura 1.3: Γ y su grafo l´ınea L(Γ)
Definimos conjunto caracter´ıstico de Sl ⊂ Vl como
CSl := {v ∈ V : v ∈ e, para algu´n e ∈ Sl}.
Por ejemplo, en el caso del grafo mostrado en la Figura 1.3, Sl = {f, c} es
una alianza defensiva mı´nima en L(Γ) y su conjunto caracter´ıstico, CSl =
1Sea k un nu´mero natural mayor que 1. Sea X un conjunto de cardinalidad 2k− 1. Los
grafos impares Ok se definen como sigue: los ve´rtices corresponden a los subconjuntos de
X de cardinalidad k−1 y dos ve´rtices son adyacentes si los correspondientes subconjuntos
son disjuntos.
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{1, 4, 7}, es una alianza defensiva en Γ. No´tese que CSl contiene las alianzas
defensivas S1 = {1, 4}, S2 = {1, 7}, S3 = {4} y S4 = {7}. Destacamos que
hay casos en los que L(Γ) no tiene alianzas defensivas mı´nimas tales que su
conjunto caracter´ıstico sea una alianza defensiva en Γ.
Teorema 22. Si existe una alianza defensiva de cardinal mı´nimo en L(Γ),
tal que su conjunto caracter´ıstico es una alianza defensiva en Γ, entonces
a(Γ) ≤ a(L(Γ)).
Demostracio´n. Sea Sl ⊂ Vl una alianza defensiva de cardinal mı´nimo en
L(Γ). Probaremos que el conjunto caracter´ıstico de Sl, denotado por CSl ,
contiene una alianza defensiva de cardinal menor o igual que |Sl|.
Si Sl es una alianza defensiva mı´nima en L(Γ), entonces el subgrafo 〈Sl〉
es conexo y, por consiguiente, el subgrafo 〈CSl〉 tambie´n es conexo. Por tanto,
|CSl| ≤ |Sl|+ 1.
Sea v ∈ CSl . Si S ′ = CSl\{v} es una alianza defensiva en Γ, entonces
a(Γ) ≤ a(L(Γ)). Supongamos que S ′ = CSl\{v} no es una alianza defensiva
en Γ. En tal caso, existe u ∈ S ′ tal que
2δS′(u) + 2 ≤ δ(u). (1.13)
De δCSl (u) = δS′(u) + 1 y (1.13) obtenemos
δ(u) ≥ 2δCSl (u). (1.14)
Usaremos (1.14) para demostrar que S ′′ = CSl\{u} es una alianza defensiva.
Supongamos que w ∈ S ′′ es un ve´rtice adyacente a u y sea e = {u,w}.
Como Sl es una alianza defensiva en L(Γ), se cumple 2δSl(e) + 1 ≥ δ(e). En
consecuencia, usando δSl(e) = δCSl (u)+ δCSl (w)− 2 y δ(e) = δ(u)+ δ(w)− 2,
obtenemos
2δCSl (u) + 2δCSl (w)− 1 ≥ δ(u) + δ(w). (1.15)
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Combinando (1.14) y (1.15) obtenemos 2δCSl (w) − 1 ≥ δ(w). Teniendo en
cuenta δCSl (w) = δS′′(w)+1 obtenemos 2δS′′(w)+1 ≥ δ(w). Por otro lado, si
w no es adyacente a u, entonces δS′′(w) = δCSl (w). Por lo tanto, δS′′(w)+1 ≥
δ(w). As´ı, S ′′ es una alianza defensiva.
Es co´modo deducir condiciones suficientes para que a(Γ) ≤ a(L(Γ)) o
a(L(Γ)) ≤ a(Γ) a partir de los resultados obtenidos anteriormente. Por ejem-
plo, en [26] se muestra que a(Γ) ≤ ⌈n
2
⌉
. Por lo tanto, del Teorema 15, se
deduce ⌈n
2
⌉
≤
⌈
δn + δn−1 − 1
2
⌉
⇒ a(Γ) ≤ a(L(Γ)).
En particular,
n
2
< δn ⇒ a(Γ) ≤ a(L(Γ)).
1.3. Alianzas defensivas globales
Para algunas familias de grafos se puede calcular el nu´mero de alianza
defensiva global (fuerte) [19]:
γa−1(Kn) =
⌊
n+1
2
⌋
,
γa0 (Kn) =
⌈
n+1
2
⌉
,
γa−1(K1,s) =
⌊
s
2
⌋
+ 1,
γa−1(Kr,s) =
⌊
r
2
⌋
+
⌊
s
2
⌋
, r, s ≥ 2,
γa0 (Kr,s) =
⌈
r
2
⌉
+
⌈
s
2
⌉
,
γa−1(Cn) = γ
a
0 (Cn) = γ
a
0 (Pn) =
⌊
n
2
⌋
+
⌈
n
4
⌉− ⌊n
4
⌋
, n ≥ 3,
γa−1(Sr,s) =
⌊
r−1
2
⌋
+
⌊
s−1
2
⌋
+ 2, r, s ≥ 1,
γa0 (Sr,s) =
⌊
r
2
⌋
+
⌊
s
2
⌋
+ 2, r, s ≥ 1.
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Como veremos a continuacio´n, el problema de determinar alianzas defensivas
globales de cardinal mı´nimo es dif´ıcil de resolver.
Problema de k-alianza defensiva global (k-AG):
Dado: un grafo G = (V,E) y un entero positivo r ≤ |V |.
Pregunta: ¿existe una k-alianza defensiva global en Γ de cardinalidad
menor o igual que r?
Teorema 23. [13] ∀k: k-AG es NP-completo.
Teorema 24. Sea S una k-alianza defensiva global de cardinal mı´nimo en
Γ. Si W ⊂ S es un conjunto dominante en Γ, entonces para todo r ∈ Z tal
que 0 ≤ r ≤ γak(Γ)− |W |,
γa
k−2r(Γ) + r ≤ γak (Γ).
Demostracio´n. Tomemos X ⊂ S tal que |X| = r. As´ı, para todo v ∈ Y =
S −X,
δY (v) = δS(v)− δX(v)
≥ δS¯(v) + k − δX(v)
= δY¯ (v) + k − 2δX(v)
≥ δY¯ (v) + k − 2r.
Por lo tanto, Y es una (k−2r)-alianza defensiva en Γ. Adema´s, comoW ⊂ Y ,
Y es un conjunto dominante, como consecuencia, γak−2r(Γ) ≤ γak(Γ)− r.
Para el grafo completo de orden n se tiene
n =γan−1(Kn) = γ
a
n−2(Kn)
≥γan−3(Kn) = γan−4(Kn) = n− 1
· · ·
≥γa3−n(Kn) = γa2−n(Kn) = 2
≥γa1−n(Kn) = 1.
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Por lo tanto, para todo k ∈ {1−n, . . . , n−1}, y para cada r ∈ {0, ..., k+n−1
2
},
γa
k−2r(Kn) + r = γ
a
k
(Kn). (1.16)
Adema´s, no´tese que para todo k ∈ {1−n, . . . , n−1}, γak(Kn) =
⌈
n+ k + 1
2
⌉
.
T. W. Haynes, S. T. Hedetniemi y M. A. Henning obtuvieron en [19] que
para todo grafo Γ de orden n,
√
4n+ 1− 1
2
≤ γa−1(Γ) ≤ n−
⌈
δ
2
⌉
y
√
n ≤ γa0 (Γ) ≤ n−
⌊
δ
2
⌋
.
A continuacio´n generalizamos los resultados anteriores a k-alianzas de-
fensivas globales.
Teorema 25. Para todo grafo Γ de orden n,
√
4n+ k2 + k
2
≤ γak(Γ) ≤ n−
⌊
δ − k
2
⌋
.
Demostracio´n. Si δ ≤ k, entonces γak(Γ) ≤ n ≤ n−
⌊
δ−k
2
⌋
. En caso contrario,
consideremos un ve´rtice u ∈ V tal que δ(u) ≥ ⌊ δ+∆
2
⌋
. Sea X ⊂ V el conjunto
de vecinos de u, es decir, X = {w ∈ V : w ∼ u}. Sea Y ⊂ X tal que
|Y | = ⌊ δ−k
2
⌋
. Bajo este supuesto el conjunto V −Y es una k-alianza defensiva
global en Γ. Esto es, V − Y es un conjunto dominante y para cada ve´rtice
v ∈ V −Y se cumple δ(v)−k
2
≥ ⌊ δ−k
2
⌋ ≥ δY (v). Por lo tanto, γak(Γ) ≤ n−⌊ δ−k2 ⌋.
Por otro lado, sea S ⊆ V un conjunto dominante en Γ. Entonces,
n− |S| ≤
∑
v∈S
δS¯(v). (1.17)
Adema´s, si S es una k-alianza defensiva,
k|S|+
∑
v∈S
δS¯(v) ≤
∑
v∈S
δS(v) ≤ |S|(|S| − 1). (1.18)
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As´ı, resolviendo la inecuacio´n
0 ≤ |S|2 − k|S| − n (1.19)
se deduce la cota inferior.
La cota superior es tensa, por ejemplo, se alcanza en el grafo completo
Γ = Kn para todo k ∈ {1 − n, . . . , n − 1}. La cota inferior es tensa, por
ejemplo, se alcanza en el 3-cubo Γ = Q3, en los siguientes casos: 2 ≤ γa−3(Q3)
y 4 ≤ γ1(Q3) = γ0(Q3).
T. W. Haynes, S. T. Hedetniemi y M. A. Henningen en [19] obtuvieron
que para todo grafo bipartito Γ de orden n y grado ma´ximo ∆,
γa−1(Γ) ≥
⌈
2n
∆+ 3
⌉
y
γa0 (Γ) ≥
⌈
2n
∆+ 2
⌉
.
Con el siguiente resultado probamos que las cotas anteriores no son re-
strictivas al caso bipartito y adema´s se generalizan para todo k.
Teorema 26. Para todo grafo Γ de orden n y grado ma´ximo ∆,
γak(Γ) ≥
⌈
n⌊
∆−k
2
⌋
+ 1
⌉
.
Demostracio´n. El resultado se obtiene de (1.10) y (1.17).
La cota anterior es tensa. Por ejemplo, en el caso del grafo de Petersen
la cota anterior conduce a valores exactos para todo k: 3 ≤ γa−3(Γ), 4 ≤
γa−2(Γ) = γ
a
−1(Γ), 5 ≤ γa0 (Γ) = γa1 (Γ) y 10 ≤ γa2 (Γ) = γa3 (Γ). Para el grafo
3-cubo Γ = Q3, el teorema anterior conduce a valores exactos de γ
a
k(Q3):
2 ≤ γa−3(Q3), 4 ≤ γa0 (Q3) = γa1 (Q3) y 8 ≤ γa2 (Q3) = γa3 (Q3).
Como consecuencia del Teorema 26 se obtiene el siguiente resultado.
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Corolario 27. Para todo grafo Γ de medida m y grados ma´ximos δ1, δ2,
γak(L(Γ)) ≥
⌈
m⌊
δ1+δ2−2−k
2
⌋
+ 1
⌉
.
La cota anterior se alcanza para k ∈ {−3,−2,−1, 2, 3} en el caso de el
grafo bipartito completo Γ = K1,4. No´tese que L(K1,4) = K4 y γa−3(K4) = 1,
γa−2(K4) = γ
a
−1(K4) = 2, γ
a
2 (K4) = γ
a
3 (K4) = 4.
El radio espectral de un grafo es el mayor autovalor de su matriz de
adyacencia. El siguiente resultado relaciona el radio espectral de un grafo
con el nu´mero de k-alianza defensiva global.
Teorema 28. Para todo grafo Γ de orden n y radio espectral λ,
γak(Γ) ≥
⌈
n
λ− k + 1
⌉
.
Demostracio´n. Si A denota la matriz de adyacencia de Γ, entonces
〈Aw,w〉
〈w,w〉 ≤ λ, ∀w ∈ R
n \ {0}. (1.20)
As´ı, para S ⊆ V , tomando w como en la demostracio´n del Teorema 10, se
obtiene ∑
v∈S
δS(v) ≤ λ|S|. (1.21)
Si S es una k-alianza defensiva global en Γ,
k|S|+ (n− |S|) ≤ k|S|+
∑
v∈S
δS¯(v) ≤
∑
v∈S
δS(v) (1.22)
De (1.21) y (1.22), considerando que |S| es un entero, se obtiene el resultado.
La cota anterior es tensa. Si Γ = P2 × P3, γa−2(Γ) = γa−1(Γ) = 2; en
este caso n = 6 y λ = 1 +
√
2 por lo que el teorema anterior conduce a
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Figura 1.4:
γa−2(Γ) = γ
a
−1(Γ) ≥ 2. Adema´s, se alcanza en el grafo mostrado en la Figura
1.4; en este caso λ = 3 y el teorema anterior conduce a γa0 (Γ) ≥ 3. No´tese
que el conjunto S = {1, 2, 3} es una 0-alianza defensiva global de cardinal
mı´nimo.
Es conocido que el radio espectral, λl, del grafo l´ınea de Γ esta´ acotado
por la secuencia de grados de Γ, δ1 ≥ δ2 ≥ · · · ≥ δn [24]:
λl ≤
√
(δ1 + δ2 − 2)(δ1 + δ3 − 2). (1.23)
En particular, si en Γ existen dos ve´rtices no adyacentes cuyos grados son δ1
y δ2, entonces
λl ≤ δ1 + δ2 − 2. (1.24)
Como consecuencia del Teorema 28 y las relaciones anteriores se obtiene
el siguiente resultado.
Corolario 29. Para todo grafo Γ de medida m y secuencia de grados δ1 ≥
δ2 ≥ · · · ≥ δn,
γak(L(Γ)) ≥
⌈
m√
(δ1 + δ2 − 2)(δ1 + δ3 − 2)− k + 1
⌉
.
Adema´s, si en Γ existen dos ve´rtices no adyacentes cuyos grados son δ1 y δ2,
entonces
γak(L(Γ)) ≥
⌈
m
δ1 + δ2 − k − 1
⌉
.
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1.3.1. Alianzas defensivas globales en grafos cu´bicos
En el caso de los grafos cu´bicos2 γ(Γ) = γa−3(Γ) ≤ γa−2(Γ) = γa−1(Γ) ≤
γa0 (Γ) = γ
a
1 (Γ) ≤ γa2 (Γ) = γa3 (Γ) = n. As´ı, en este caso so´lo es necesario
estudiar, γa−1(Γ) y γ
a
0 (Γ).
Teorema 30. Para todo grafo cu´bico Γ de orden n y nu´mero de dominacio´n
γ(Γ),
γa−1(Γ) ≤ 2γ(Γ).
Demostracio´n. Sea S un conjunto dominante de cardinal mı´nimo en Γ. Sea
X ⊆ S el conjunto compuesto por todo vi ∈ S tal que δS(vi) = 0. Para cada
vi ∈ X tomemos un ve´rtice ui ∈ S¯ tal que ui ∼ vi. Sea Y ∈ S¯ definido como
Y = ∪vi∈X{ui}. Entonces tenemos que |Y | ≤ γ(Γ) y el conjunto S ∪ Y es
una (-1)-alianza defensiva global en Γ.
La cota es tensa, por ejemplo, en el caso de el grafo 3-cubo se tiene que
γa−1(Q3) = 2γ(Q3) = 4.
Un conjunto S ⊂ V es dominante total si δS(v) ≥ 1, ∀v ∈ V . El nu´mero
de dominacio´n total, γt(Γ), es el mı´nimo cardinal de un conjunto dominante
total [6]. No´tese que si Γ es un grafo cu´bico, entonces
γa−1(Γ) = γt(Γ). (1.25)
E. J. Cockayne, R. Dawes y S. T. Hedetniemi obtuvieron en [6] que si Γ
es un grafo conexo de orden n ≥ 3, entonces
γt(Γ) ≤ 2n
3
. (1.26)
Adema´s, por Teorema 26 se tiene
n
3
≤ γa−1(Γ) y
n
2
≤ γa0 (Γ). (1.27)
2Un grafo cu´bico es a un grafo 3-regular.
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1.4. Alianzas defensivas en grafos planares
En algunas aplicaciones pra´cticas de las alianzas, los grafos que inter-
vienen son planares [27]. Motivados por dicha razo´n, y por no existir re-
sultados previos nos propusimos iniciar el estudio de las alianzas en grafos
planares.
Es conocido que la medida de un grafo planar Γ de cuello al menos g,
con 3 ≤ g <∞, y orden n esta´ acotada por
m ≤ g
g − 2(n− 2). (1.28)
En particular para todo grafo planar, incluidos los a´rboles de orden mayor o
igual que 3, se cumple m ≤ 3(n−2) y si el grafo planar es libre de tria´ngulos
se cumple m ≤ 2(n−2). Estas desigualdades nos permitira´n obtener algunos
resultados en este apartado.
Teorema 31. Sea Γ un grafo de orden n. Sea S una k-alianza defensiva
global en Γ tal que el subgrafo 〈S〉 es planar.
(i) Si n > 2(2− k), entonces |S| ≥ ⌈n+12
7−k
⌉
.
(ii) Si n > 2(2 − k) y 〈S〉 es un grafo libre de tria´ngulos, entonces |S| ≥⌈
n+8
5−k
⌉
.
Demostracio´n.
(i) Si |S| ≤ 2, para cada v ∈ S se tiene que δS¯(v) ≤ 1−k. As´ı, n ≤ 2(2−k).
Por lo tanto, n > 2(2− k)⇒ |S| > 2.
Como 〈S〉 es planar y |S| > 2, la medida de 〈S〉 esta´ acotada por
1
2
∑
v∈S
δS(v) ≤ 3(|S| − 2). (1.29)
El resultado se obtiene de (1.22) y (1.29), considerando que |S| es un
entero.
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(ii) Si 〈S〉 es libre de tria´ngulos, entonces
1
2
∑
v∈S
δS(v) ≤ 2(|S| − 2). (1.30)
El resultado se obtiene a partir de (1.22) y (1.30), considerando que |S|
es un entero.
Corolario 32. Sea Γ un grafo planar de orden n.
Si n > 2(2− k), entonces γak(Γ) ≥
⌈
n+12
7−k
⌉
.
Si n > 2(2 − k) y Γ es un grafo libre de tria´ngulos, entonces γak(Γ) ≥⌈
n+8
5−k
⌉
.
Las cotas anteriores son tensas. En el caso del grafo mostrado en la
Figura 1.4, el conjunto S = {1, 2, 3} es una k-alianza defensiva global de
cardinal mı´nimo para k = −2, k = −1 y k = 0, y el primer resultado del
Corolario 32 conduce a γak(Γ) ≥ 3. Adema´s, si Γ = Q3, el grafo 3-cubo, el
segundo resultado del Corolario 32 conduce a valores exactos de γak(Q3) en
los siguientes caso: 2 ≤ γa−3(Q3) , 4 ≤ γa0 (Q3) = γa1 (Q3) y 8 ≤ γa3 (Q3).
Teorema 33. Sea Γ un grafo de orden n. Sea S una k-alianza defensiva
global en Γ tal que el subgrafo 〈S〉 sea conexo y planar con f caras. Entonces,
|S| ≥
⌈
n− 2f + 4
3− k
⌉
.
Demostracio´n. De la fo´rmula de Euler,
∑
v∈S
δS(v) = 2(|S| + f − 2), y (1.22)
se obtiene el resultado.
Como vimos antes, en el caso del grafo mostrado en la Figura 1.4, el
conjunto S = {1, 2, 3} es una k-alianza defensiva global minimal para k = −1,
k = 0 y k = 2. Adema´s, 〈S〉 tiene dos caras. En esta caso, el Teorema 33
conduce a |S| ≥ 3.
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Teorema 34. Sea Γ un grafo de orden n. Sea S una k-alianza defensiva
global en Γ tal que |S| > 2. Si 〈S〉 es planar y su grado mı´nimo es al menos
p, entonces
|S| ≥
⌈
(k + p− 6) +√(k + p− 6)2 + 4(12 + n)
2
⌉
,
adema´s, si 〈S〉 es un grafo libre de tria´ngulos, entonces
|S| ≥
⌈
(k + p− 4) +√(k + p− 4)2 + 4(8 + n)
2
⌉
.
Demostracio´n. Como S es una k-alianza defensiva en Γ, entonces∑
V ∈S
δS¯(v) ≤ |S|2 − (k + 1)|S|. (1.31)
Adema´s, como la k-alianza S es global, por (1.17) y (1.31) se tiene
n− |S| ≤ |S|2 − (k + 1)|S|. (1.32)
Como 〈S〉 es planar y su grado mı´nimo es al menos p, su medida esta´ acotada
por
|S|p
2
≤ 1
2
∑
v∈S
δS(v) ≤ 3(|S| − 2). (1.33)
As´ı, por (1.32) y (1.33) se deduce el primer resultado. El segundo resultado
se deduce ana´logamente al anterior, en este caso se debe tener presente que
si 〈S〉 es libre de tria´ngulos y su grado mı´nimo es al menos p, entonces su
medida esta´ acotada por
|S|p
2
≤ 1
2
∑
v∈S
δS(v) ≤ 2(|S| − 2).
La cotas anteriores son tensas. Por ejemplo, en el caso del octaedro
tomemos el conjunto S formado por tres ve´rtices cuyo subgrafo inducido
〈S〉 es isomorfo a un ciclo. En este caso, 〈S〉 es 2-conexo, S es una k-alianza
defensiva global para k ∈ {−2,−1, 0}, y el Teorema 99 conduce a |S| ≥ 3. La
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segunda cota es tensa, por ejemplo, se alcanza para el grafo mostrado en la
Figura 1.8. En este caso, el subgrafo inducido por el conjunto S = {1, 2, 3, 4}
es planar, 2-conexo y S es una k-alianza defensiva global para k = −1 y
k = 0.
1.4.1. Alianzas defensivas en a´rboles
En [19] se obtuvieron los resultados siguientes para el nu´mero de alian-
za defensiva global y para el nu´mero de alianza defensiva global fuerte en
a´rboles.
Teorema 35. [19]
(i) Si T es un a´rbol de orden n ≥ 4, entonces γa−1(T ) ≤ 3n5 .
(ii) Si T es un a´rbol de orden n ≥ 3, entonces γa0 (T ) ≤ 3n4 .
Adema´s, en [21] se caracterizan los a´rboles donde el nu´mero de domi-
nacio´n γ(T ) es igual al nu´mero de alianza defensiva fuerte γa0 (T ). En algunos
casos es co´modo calcular γak(Γ). Por ejemplo, para la doble estrella, Sr,s, se
tiene que: γak(Sr,s) =
⌊
r+k
2
⌋
+
⌊
s+k
2
⌋
+ 2, r, s ≥ 1, y para el camino de orden
n, Pn, se tiene que: γ
a
1 (Pn) = n.
Mustapha Chellali y Teresa W. Haynes en [4] obtuvieron el siguiente
resultado.
Teorema 36. [4] Sea T un a´rbol y α0(Γ) el ma´ximo cardinal de un conjunto
independiente de Γ. Entonces,
(i) γa−1(T ) ≤ α0(Γ).
(ii) γa0 (T ) ≤ 3α0(Γ)−12 .
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A continuacio´n estudiaremos las k-alianzas defensivas globales en a´rboles
teniendo en cuenta el nu´mero de componentes conexas del subgrafo inducido
por este tipo de alianzas.
Teorema 37. Sea T un a´rbol de orden n. Sea S una k-alianza defensiva
global en T tal que el subgrafo 〈S〉 tenga c componentes conexas. Entonces
|S| ≥
⌈
n+ 2c
3− k
⌉
.
Demostracio´n. Como el subgrafo 〈S〉 es un bosque con c componentes conexas,
entonces ∑
v∈S
δS(v) = 2(|S| − c). (1.34)
La cota para |S| se obtiene de (1.22) y (1.34), considerando que |S| es un
entero.
Figura 1.5:
La cota anterior se alcanza, por ejemplo, para el grafo mostrado en la
Figura 1.5, donde S = {1, 2, 3, 4} es una (−1)-alianza defensiva global y 〈S〉
tiene dos componentes conexas. Adema´s, la cota se alcanza en el caso del
grafo mostrado en la Figura 1.6, donde S = {1, 2, 3, 4, 5} es una 0-alianza
defensiva global y 〈S〉 tiene dos componentes conexas.
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Figura 1.6:
Corolario 38. Para todo a´rbol T de orden n,
γak(T ) ≥
⌈
n+ 2
3− k
⌉
.
La cota anterior se alcanza para k ∈ {−4,−3,−2, 0, 1} en el caso de Γ =
K1,4. Como caso particular del corolario anterior se deducen los siguientes
resultados obtenidos en [19]:
γa−1(T ) ≥
⌈
n+ 2
4
⌉
and γa0 (T ) ≥
⌈
n+ 2
3
⌉
.
1.5. Alianzas defensivas globales conexas
Es de suponer que el “poder”de una determinada alianza es mayor cuan-
do el subgrafo inducido por la alianza es conexo que cuando no lo es. Mo-
tivados por esta idea, en esta memoria iniciamos el estudio de las alianzas
conexas. Diremos que una k-alianza (defensiva, ofensiva o dual) S es conexa
si el subgrafo inducido por S, 〈S〉, es conexo.
Es evidente que el subgrafo inducido por una k-alianza defensiva de car-
dinal mı´nimo es siempre conexo. Pero existen k-alianzas defensivas globales
de cardinal mı´nimo cuyo subgrafo inducido no lo es. El nu´mero de k-alianza
defensiva global conexa sera´ denotado por γcak (Γ). Claramente, se cumple la
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siguiente relacio´n entre γcak (Γ) y γ
a
k(Γ),
γcak (Γ) ≥ γak(Γ). (1.35)
Figura 1.7:
En el caso de Γ = Q3, Figura 1.1, se cumple que γ
ca
k (Γ) = γ
a
k(Γ):
γa−1(Q3) = γ
a
0 (Q3) = γ
ca
−1(Q3) = γ
ca
0 (Q3) = 4. Existen grafos donde la de-
sigualdad (1.35) es estricta. Por ejemplo, en el grafo de la Figura 1.5 se tiene
que γca−1(Γ) = 5 > 4 = γ
a
−1(Γ), y en el grafo mostrado en la Figura 1.6 se
tiene que γca0 (Γ) = 6 > 5 = γ
a
0 (Γ). En el grafo de Herschel, mostrado en la
Figura 1.7, el conjunto de ve´rtices S = {2, 5, 8, 9} es una (-1)-alianza defen-
siva global no conexa de cardinal mı´nimo: γa−1(Γ) = 4. Adema´s, el conjunto
de ve´rtices S = {2, 3, 6, 9, 11} es una (−1)-alianza defensiva global conexa de
cardinal mı´nimo: γca−1(Γ) = 5.
Teorema 39. Para todo grafo conexo Γ de dia´metro D(Γ),
(i) γcak (Γ) ≥
⌈√
4(D(Γ)+n−1)+(1−k)2+(k−1)
2
⌉
.
(ii) γcak (Γ) ≥
⌈
n+D(Γ)−1
b∆−k2 c+2
⌉
.
Demostracio´n. Si S es un conjunto dominante y 〈S〉 es conexo, entonces
D(Γ) ≤ D(〈S〉) + 2. As´ı,
D(Γ) ≤ |S|+ 1. (1.36)
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Adema´s, si S es una k-alianza defensiva global en Γ, entonces |S| satisface
(1.19). El primer resultado se deduce de (1.19) y (1.36). Como consecuencia
directa de (1.10), (1.17) y (1.36) se obtiene el segundo resultado.
Figura 1.8:
Las cotas del Teorema 39 son tensas. Por ejemplo, ambas se alcanzan
para k ∈ {−2,−1, 0} en el grafo de la Figure 1.8. En tal caso, ambas cotas
conducen a γcak (Γ) ≥ 3. Adema´s, ambas cotas conducen a valores exactos
de γcak (K3,3) en los siguientes casos: 2 ≤ γca−3(K3,3) = γca−2(K3,3) = γca−1(K3,3).
Adema´s, no´tese que la cota (ii) conduce a valores exactos de γcak (Q3) en
los casos 4 ≤ γca0 (Q3) = γca1 (Q3), mientras que la cota (i) so´lo conduce a
3 ≤ γa0 (Q3) y 3 ≤ γca1 (Q3).
A partir del Teorema 39, y teniendo en cuenta que D(Γ)−1 ≤ D(L(Γ)),
se obtienen los siguientes resultados para el nu´mero de k-alianza defensiva
global del grafo l´ınea de Γ en termino de algunos para´metros de Γ.
Corolario 40. Para todo grafo conexo Γ de medida m, dia´metro D(Γ), y
grados ma´ximos δ1 ≥ δ2,
γcak (L(Γ)) ≥
⌈√
4(D(Γ)+m−2)+(1−k)2−(1−k)
2
⌉
.
γcak (L(Γ)) ≥
⌈
2(m+D(Γ)−2)
δ1+δ2−k+1
⌉
.
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Cap´ıtulo 2
Alianzas ofensivas
Resumen
Estudiamos las principales propiedades de las k-alianzas ofensivas
y de las k-alianzas ofensivas globales. Prestamos especial intere´s
en el nu´mero de k-alianza ofensiva (global) y su relacio´n con otros
para´metros de un grafo. En general, obtenemos cotas tensas para
dicho para´metro, particularizando en el caso de grafos cu´bicos y
de grafos planares. En este cap´ıtulo, adema´s, iniciamos el estudio
de las k-alianzas independientes.
39
40 Alianzas ofensivas
2.1. Definiciones y propiedades ba´sicas
La frontera de un conjunto S ⊂ V (Γ), denotada por ∂(S), se define como
∂(S) :=
⋃
v∈S
NS¯(v).
Un conjunto no vac´ıo S ⊂ V es una k-alianza ofensiva en Γ = (V,E),
−∆+ 2 < k ≤ ∆, si se cumple
δS(v) ≥ δS¯(v) + k,∀v ∈ ∂(S). (2.1)
Llamaremos condicio´n de k-alianza ofensiva a la relacio´n (2.1). Si para un
ve´rtice v ∈ S se cumple la relacio´n (2.1), diremos que v cumple la condicio´n
de k-alianza ofensiva en S. Alternativamente, una k-alianza ofensiva en Γ se
define como un conjunto S ⊂ V tal que
2δS(v) ≥ δ(v) + k,∀v ∈ ∂(S), (2.2)
o bien
δ(v) ≥ 2δS¯(v) + k,∀v ∈ ∂(S). (2.3)
Una 1-alianza ofensiva es conocida como alianza ofensiva, y una 2-alianza
ofensiva es conocida como alianza ofensiva fuerte [10, 26].
El nu´mero de k-alianza ofensiva de Γ sera´ denotado por aok(Γ). Como en
el caso de las k-alianzas defensivas, para las k-alianzas ofensivas se cumple
aok+1(Γ) ≥ aok(Γ).
El nu´mero de 1-alianza ofensiva es conocido como nu´mero de alianza
ofensiva, y es denotado por ao(Γ) = ao1(Γ), y el nu´mero de 2-alianza ofensi-
va es conocido como nu´mero de alianza ofensiva fuerte, y es denotado por
aoˆ(Γ) = ao2(Γ) [10].
En la estrella, S9, mostrada en la Figura 2.1, a
o(S9) = a
o
1(S9) = 1 y
la u´nica alianza ofensiva de cardinal mı´nimo es el conjunto unitario S =
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Figura 2.1:
{1}. Adema´s, el conjunto S = {2, 3, 4, 5, 6} es una alianza ofensiva fuerte de
cardinal mı´nimo. Por lo tanto, aoˆ(S9) = a
o
2(S9) = 5.
Un conjunto no vac´ıo S ⊂ V es una k-alianza ofensiva global en Γ =
(V,E), −∆+ 2 < k ≤ ∆, si se cumple
δS(v) ≥ δS¯(v) + k,∀v ∈ S¯. (2.4)
Llamaremos condicio´n de k-alianza ofensiva global a la relacio´n (2.4). Si
para un ve´rtice v ∈ S¯ se cumple la relacio´n (2.4), diremos que v cumple la
condicio´n de k-alianza ofensiva global en S.
El nu´mero de k-alianza ofensiva global de Γ sera´ denotado por γok(Γ).
Evidentemente, γok(Γ) ≥ aok(Γ), γok(Γ) ≥ γ(Γ) y γok+1(Γ) ≥ γok(Γ).
El nu´mero de 1-alianza ofensiva global es conocido como nu´mero de
alianza ofensiva global, y es denotado por γo(Γ) = γo1(Γ), y el nu´mero de
2-alianza ofensiva global es conocido como nu´mero de alianza ofensiva global
fuerte y es denotado por γ oˆ(Γ) = γo2(Γ) [10, 29, 30, 31, 34, 43, 44].
En el grafo de Groezsch (o grafo de Mycielski), mostrado en la Figura
2.2, el conjunto de ve´rtices S = {1, 3, 4, 6, 11} forma una alianza ofensiva
global de cardinal mı´nimo y, en consecuencia, γo(Γ) = γo1(Γ) = 5. Adema´s,
el conjunto S formado por los ve´rtices S = {1, 2, 3, 4, 5, 11} es una alianza
ofensiva global fuerte de cardinal mı´nimo. As´ı, γ oˆ(Γ) = γo2(Γ) = 6.
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Figura 2.2:
2.2. Alianzas ofensivas
Comenzaremos este cap´ıtulo citando algunos de los principales resultados
conocidos sobre ao1 y a
o
2. Para algunas familias de grafos se conoce el nu´mero
de alianza ofensiva (fuerte) [10]:
ao1(Kn) =
⌈
n
2
⌉
,
ao2(Kn) =
⌈
n+1
2
⌉
,
ao1(Kr,s) =
⌈
r+1
2
⌉
, 1 ≤ r ≤ s,
ao2(Sn) =
⌈
n+1
2
⌉
,
ao1(Sn) = 1,
ao2(Kr,s) =
⌈
r
2
+ 1
⌉
, 2 ≤ r ≤ s,
ao1(Pn) =
⌊
n
2
⌋
,
ao2(Pn) =
⌊
n
2
⌋
+ 1,
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ao1(Cn) =
⌈
n
2
⌉
, n ≥ 3,
ao2(Cn) =
⌈
n
2
⌉
, n ≥ 3.
Adema´s, es co´modo verificar que si Γ ∈ {Kn, Cn, K1,s, Pn}, entonces
ao1(Γ) = γ
o
1(Γ) y a
o
2(Γ) = γ
o
2(Γ).
Como veremos a continuacio´n, el problema de determinar alianzas ofen-
sivas de cardinal mı´nimo es dif´ıcil de resolver.
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Problema de k-alianza ofensiva (k-AO):
Dado: un grafo G = (V,E) y un entero positivo r ≤ |V |.
Pregunta: ¿existe una k-alianza ofensiva en Γ de cardinalidad menor o
igual que r?
Teorema 41. [14] ∀k: k-AO es NP-completo.
Odile Favaron y otros en [10] obtuvieron los siguientes resultados.
Teorema 42. [10] Para todo grafo Γ de orden n y grado mı´nimo δ,
ao1(Γ) ≤ ao2(Γ) ≤
n(2cδ + 1)
2
,
donde cδ −→ 0 cuando δ −→∞.
Teorema 43. [10] Si m y n son ambos mu´ltiplos de 4, entonces ao1(Cn ×
Cm) =
⌊
3nm
8
⌋
.
Adema´s, los autores caracterizan los grafos donde el nu´mero de alianza
ofensiva y el nu´mero de alianza ofensiva fuerte es igual a uno.
Corolario 44. [10] Sea Γ un grafo conexo. Entonces, ao1(Γ) = 1 si, y so´lo si,
Γ es una estrella, y ao2(Γ) = 1 si, y so´lo si, Γ = K1.
No´tese que en el grafo completo, Kn, toda alianza es global; por lo tanto,
aok(Γ) = γ
o
k(Γ). En este caso,
n− 1 =γon−1(Kn) = γon−2(Kn)
≥γon−3(Kn) = γon−4(Kn) = n− 2
· · ·
≥γo3−n(Kn) = γo2−n(Kn) = 1.
Luego, para todo k ∈ {2− n, . . . , n− 1}, aok(Kn) = γok(Kn) =
⌈
n+k−1
2
⌉
.
Adema´s, en [10] se obtuvo el siguiente resultado.
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Teorema 45. [10] Si cada ve´rtice de un grafo Γ tiene grado impar, entonces
ao1(Γ) ≤ n2 .
La cota anterior, que so´lo se limita a los grafos cuyos ve´rtices tienen grado
impar, tambie´n se cumple para ao0(Γ), pues a
o
0(Γ) ≤ ao1(Γ) . A continuacio´n
obtenemos la cota anterior para ao0(Γ), va´lida en todo grafo de orden n.
Teorema 46. Para todo grafo Γ de orden n, ao0(Γ) ≤
⌈
n
2
⌉
.
Demostracio´n. Sea {X, Y } una particio´n del conjunto de ve´rtices V del grafo
Γ tal que |X| = ⌈n
2
⌉
, |Y | = ⌊n
2
⌋
y la cantidad de aristas entre X e Y sea
ma´xima. Supongamos que ni X ni Y son 0-alianzas ofensivas en el grafo Γ,
entonces existe x ∈ X e y ∈ Y tal que δY (x) < δX(x) y δX(y) < δY (y). Luego
intercambiando los ve´rtices x e y de conjunto se tiene que |X\{x} ∪ {y}| =⌈
n
2
⌉
, |Y \{y} ∪ {x}| = ⌊n
2
⌋
y la cantidad de arista entre ellos es mayor. Por
lo tanto, lo supuesto es falso y se deduce el resultado.
Si cada ve´rtice de Γ tiene grado par, entonces toda alianza ofensiva (glob-
al) de Γ es fuerte y, por consiguiente, ao1(Γ) = a
o
2(Γ) y γ
o
1(Γ) = γ
o
2(Γ). En
general, si todo ve´rtice de Γ tiene grado par y k es impar, k = 2l − 1, en-
tonces toda (2l−1)-alianza ofensiva (global) en Γ es una (2l)-alianza ofensiva
(global). Por lo tanto, en este caso, ao2l−1(Γ) = a
o
2l(Γ) y γ
o
2l−1(Γ) = γ
o
2l(Γ).
Ana´logamente, si cada ve´rtice de Γ tiene grado impar y k es par, k = 2l, en-
tonces toda (2l)-alianza ofensiva (global) en Γ es una (2l+1)-alianza ofensiva
(global). Por lo tanto, en este caso, ao2l(Γ) = a
o
2l+1(Γ) y γ
o
2l(Γ) = γ
o
2l+1(Γ).
Como veremos a continuacio´n, el problema de determinar alianzas ofen-
sivas globales de cardinal mı´nimo es dif´ıcil de resolver.
Problema de k-alianza ofensiva global (k-AOG):
Dado: un grafo G = (V,E) y un entero positivo r ≤ |V |.
Pregunta: ¿existe una k-alianza ofensiva global en Γ de cardinalidad
menor o igual que r?
46 Alianzas ofensivas
Teorema 47. [13, 14] ∀k: k-AOG es NP-completo.
Un conjunto S es r-dependiente si el grado ma´ximo de 〈S〉 es menor o
igual que r. El nu´mero de r-dependencia de un grafo Γ, αr(Γ), es el ma´ximo
cardinal de todos los conjuntos r-dependientes de Γ [9, 11].
Teorema 48. Sea Γ un grafo conexo de grado mı´nimo δ. Si S es un conjunto
r-dependiente con r ≤ δ
2
en Γ, entonces S¯ es una (δ − 2r)- alianza ofensiva
global en Γ.
Demostracio´n. Como S es un conjunto r-dependiente, para todo v ∈ S se
cumple que δS(v) ≤ r. Por lo tanto, para todo v ∈ S se cumple que
δS¯(v) ≥ δS(v) + δ − 2r.
As´ı, S¯ es una (δ − 2r)-alianza ofensiva global.
Corolario 49. Para todo r ∈ {0, 1, . . . , δ
2
}, αr(Γ) + γoδ−2r(Γ) ≤ n.
Si S ⊂ V es un conjunto independiente, entonces S¯ es una k-alianza
ofensiva para todo k ∈ {0, . . . , δ}. Por lo tanto,
γok(Γ) + α0(Γ) ≤ n. (2.5)
Evidentemente (2.5) tambie´n se deduce del Corolario 49. Un ejemplo
donde la cota (2.5) se alcanza es Γ = Q3 para k ∈ {0, 1, . . . , δ}: 4 = α0(Γ) =
γok(Γ) ≤ n− α0(Γ) = 4 y γo−1(Γ) = γ(Γ).
Sea α1(Γ) es el ma´ximo cardinal de todos los conjuntos de aristas inde-
pendientes en Γ. As´ı, de (2.5) se deduce que para todo grafo Γ de medida m
y grado mı´nimo δ y para todo k ∈ {0, . . . , 2(δ − 1)},
γok(L(Γ)) ≤ m− α1(Γ). (2.6)
La cota anterior se alcanza en el grafo 3-cubo, Q3, en este caso (2.6) conduce
a 8 = γo1(L(Γ)) = γo2(L(Γ)) = γo3(L(Γ)) = γo4(L(Γ)) ≤ 8.
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Teorema 50. Para todo grafo Γ de orden n, grado mı´nimo δ y para todo
k ∈ {2− δ, . . . , δ},⌈
δ + k
2
⌉
≤ aok(Γ) ≤ γok(Γ) ≤ n−
⌊
δ + 2− k
2
⌋
.
Demostracio´n. Supongamos que el conjunto X ⊂ V es una k-alianza ofensi-
va. Para todo v ∈ ∂X se cumple
δ(v) = δX(v) + δX¯(v)
δ(v) ≤ δX(v) + δ(v)− k
2
δ(v) + k
2
≤ δX(v) ≤ |X|
δ + k
2
≤ |X|.
Por lo tanto, se deduce la cota inferior.
Sea v un ve´rtice de grado mı´nimo en Γ y sea Y ⊂ NV (v) tal que |Y | =⌈
δ+k
2
⌉
. Sea S = {v} ∪ NV (v) − Y . Entonces S¯ es un conjunto dominante.
Adema´s,
δS¯(v) =
⌈
δ + k
2
⌉
≥
⌊
δ + k
2
⌋
= δ −
⌈
δ + k
2
⌉
+ k = δS(v) + k.
As´ı,
δS¯(u) ≥ δS¯(v) ≥ δS(v) + k ≥ δS(u) + k, ∀u ∈ S.
Por lo tanto, S¯ es una k-alianza ofensiva global en Γ.
La cota anterior se alcanza en el grafo completo Kn.
En el citado trabajo de Odile Favaron y otros se obtuvo que para todo
grafo Γ de orden n ≥ 2,
ao1(Γ) ≤
⌊
2n
3
⌋
.
Con el siguiente teorema probamos que el resultado anterior tambie´n se
cumple para el nu´mero de alianza ofensiva global.
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Teorema 51. Para todo grafo conexo Γ de orden n ≥ 2,
(i) γo1(Γ) ≤ mı´n
{
n− α0(Γ),
⌊
n+ α0(Γ)
2
⌋}
.
(ii) γo1(Γ) ≤
⌊
2n
3
⌋
.
Demostracio´n. Sea S ⊂ V un conjunto independiente de cardinal ma´ximo
α0(Γ). Entonces el conjunto S¯ es una alianza ofensiva global en Γ. Si |S¯| = 1,
entonces Γ = K1,n−1 y γo(Γ) = 1. Si |S¯| 6= 1, sea S¯ = X ∪ Y una particio´n
de S¯ tal que la cantidad de aristas entre los conjuntos X e Y sea ma´xima.
Supongamos que |X| ≤ |Y |. Para cada v ∈ Y , δS(v) ≥ 1 y δX(v) ≥ δY (v).
Adema´s, el conjuntoW = S∪X es una alianza ofensiva global en Γ, es decir,
para cada v ∈ Y , δW (v) ≥ δY (v) + 1. Entonces se tiene, 2|X|+ α0(Γ) ≤ n y
γo(Γ) ≤ |X|+ α0(Γ). Luego
2γo1(Γ)− α0(Γ) ≤ n. (2.7)
As´ı de (2.5) y (2.7) se obtienen ambos resultados.
Las cotas anteriores son tensas, por ejemplo, se alcanzan para el grafo
Γ = K2,2,2; donde α0(Γ) = 2. En este caso el teorema anterior conduce a
γo1(Γ) ≤ 4.
J. A. Rodr´ıguez en [28] obtuvo la siguiente cota superior para el nu´mero
de independencia de un grafo Γ, donde µ∗ denota el radio espectral de la
matriz laplaciana de Γ,
α0(Γ) ≤ n(µ∗ − δ)
µ∗
. (2.8)
As´ı, de (2.7) y (2.8) se obtiene la siguiente cota espectral para el nu´mero de
alianza ofensiva global,
γo1(Γ) ≤
⌊
n(2µ∗ − δ)
2µ∗
⌋
. (2.9)
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Un conjunto S es k-dominante si para todo v ∈ S¯ se cumple que δS(v) ≥
k. El nu´mero de k-dominacio´n de un grafo Γ, γk(Γ), es el mı´nimo cardinal
de todos los conjuntos k-dominantes de Γ.
En [10] se obtuvo que para todo grafo Γ de orden n,
ao1(Γ) ≤
⌊
γ(Γ) + n
2
⌋
.
Con el siguiente teorema mostramos que el resultado anterior tambie´n se
cumple para k-alianzas ofensivas globales.
Teorema 52. Para todo grafo conexo Γ de orden n, γok(Γ) ≤
⌊
n+ γk(Γ)
2
⌋
.
Demostracio´n. Sea H ⊂ V un conjunto k-dominante de cardinal mı´nimo. Si
|H¯| = 1, entonces γk(Γ) = n− 1 y γok(Γ) ≤ n− 1. Si |H¯| 6= 1, sea H¯ = X ∪Y
una particio´n de H¯ tal que la cantidad de aristas entre los conjuntos X e
Y sea ma´xima. Supongamos que |X| ≤ |Y |. Para todo v ∈ Y , δH(v) ≥ k y
δX(v) ≥ δY (v). Adema´s, el conjunto W = H ∪ X es una k-alianza ofensiva
global en Γ, es decir, para todo v ∈ Y , δW (v) ≥ δY (v)+ k. Entonces se tiene,
2|X|+ γk(Γ) ≤ n (2.10)
y
γok(Γ) ≤ |X|+ γk(Γ). (2.11)
As´ı, de (2.10) y (2.11), se obtiene el resultado.
No´tese que γk(Kn) = k. As´ı, el teorema anterior conduce a γ
o
k(Kn) ≤⌊
n+ k
2
⌋
=
⌈
n+ k − 1
2
⌉
. Por lo tanto, la cota anterior es tensa.
Otro resultado obtenido en [10] es el siguiente. Para todo grafo Γ de
orden n ≥ 3,
ao2(Γ) ≤
⌊
5n
6
⌋
. (2.12)
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E. J. Cockayne, R. Dawes y S. T. Hedetniemi en [5] obtuvieron el sigu-
iente resultado
δ ≥ k ⇒ γk(Γ) ≤ kn
k + 1
. (2.13)
As´ı, de (2.10) y (2.13) obtenemos una generalizacio´n de (2.12) para el
caso de k-alianzas ofensivas globales. Esto es, para k ≤ δ,
γok(Γ) ≤
⌊
n(2k + 1)
2k + 2
⌋
. (2.14)
A continuacio´n obtenemos cotas para el nu´mero de k-alianza ofensiva
global en funcio´n del orden, la medida y el grado ma´ximo del grafo.
Teorema 53. Para todo grafo Γ de orden n, medida m y grado ma´ximo ∆,
(i) γok(Γ) ≥
⌈
2m+kn
3∆+k
⌉
.
(ii) γok(Γ) ≥
⌈
(2n+∆+k)−
√
(2n+∆+k)2−8(2m+kn)
4
⌉
.
Demostracio´n. Si S es una k-alianza ofensiva global en Γ, entonces∑
v∈S¯
δS(v) ≥
∑
v∈S¯
δS¯(v) + k(n− |S|). (2.15)
As´ı,
2m =
∑
v∈S¯
δ(v) +
∑
v∈S
δ(v)
=
∑
v∈S¯
δS(v) +
∑
v∈S¯
δS¯(v) +
∑
v∈S
δ(v)
≤ 2
∑
v∈S¯
δS(v) + k(|S| − n) +
∑
v∈S
δ(v)
≤ (3∆ + 1)|S| − n.
Resolviendo la inecuacio´n 2m ≤ (3∆ + k)|S| − kn para |S| se obtiene el
primer resultado. Para todo grafo Γ,
2m =
∑
v∈S
δS(v) + 2
∑
v∈S
δS¯(v) +
∑
v∈S¯
δS¯(v). (2.16)
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Adema´s,
|S|∆ ≥
∑
v∈S
δS(v). (2.17)
y
|S|(n− |S|) ≥
∑
v∈S¯
δS(v). (2.18)
De (2.15) y (2.18) se obtiene
(|S| − k)(n− |S|) ≥
∑
v∈S¯
δS¯(v). (2.19)
As´ı de (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19) se obtiene
(2|S| − k)(n− |S|) + ∆|S| ≥ 2m. (2.20)
Resolviendo la inecuacio´n anterior se obtiene el segundo resultado.
La primera cota es tensa. Por ejemplo, se alcanza para el 3-cubo, Q3,
para todo k. En este caso el teorema anterior conduce a 2 ≤ γo−1(Q3) y
4 ≤ γo0(Q3) = γo1(Q3) = γo2(Q3) = γo3(Q3). La segunda cota tambie´n es tensa.
Por ejemplo, se alcanza para el grafo completo, Kn, para todo k. En este caso
el Teorema 53-(ii) conduce a γok(Kn) ≥
⌈
n+k−1
2
⌉
.
Existen grafos donde la cota (i) es mejor que la cota (ii) y viceversa.
Por ejemplo, en el 3-cubo, Q3, para k = 2 la cota (i) es mejor que la cota
(ii), en este caso el Teorema 53-(i) conduce a γo2(Q3) = γ
oˆ(Q3) ≥ 4 y el
Teorema 53-(ii) conduce a γo2(Q3) = γ
oˆ(Q3) ≥ 3. Si Γ es el grafo completo de
orden 5, K5, para k = 1 la cota (ii) es mejor que la cota (i), en este caso el
Teorema 53-(ii) conduce a γo1(K5) = γ
o(K5) ≥ 3 y el Teorema 53-(i) conduce
a γo1(K5) = γ
o(K5) ≥ 2.
De cada apartado del teorema anterior se pueden obtener resultados para
el grafo l´ınea. Por ejemplo, como consecuencia del Teorema 53-(i) se obtiene
el siguiente resultado.
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Corolario 54. Sea Γ un grafo de medida m. Si la secuencia de grados de Γ
es δ1 ≥ δ2 ≥ · · · ≥ δn, entonces
γok(L(Γ)) ≥

n∑
i=1
δ2i +m(k − 2)
3(δ1 + δ2 − 2) + k

.
El siguiente resultado muestra una relacio´n entre el radio espectral de la
matriz laplaciana de un grafo Γ y el nu´mero de k-alianza ofensiva global Γ.
Teorema 55. Sea Γ un grafo simple de orden n y grado mı´nimo δ. Sea µ∗ el
radio espectral de la matriz laplaciana de Γ. Entonces, γok(Γ) ≥
⌈
n
µ∗
⌈
δ+k
2
⌉⌉
.
Demostracio´n. En [15] se obtuvo que el radio espectral de la matriz lapla-
ciana de Γ, µ∗, satisface
µ∗ = 2nma´x

∑
vi∼vj
(wi − wj)2∑
vi∈V
∑
vj∈V
(wi − wj)2
: w 6= αj para α ∈ R
 , (2.21)
donde V = {v1, v2, ..., vn}, j = (1, 1, ..., 1) y w ∈ Rn.
Sea S ⊂ V . De (2.21), tomando w ∈ Rn definido como
wi =
{
1 si vi ∈ S;
0 en otros casos,
se obtiene
µ∗ ≥
n
∑
v∈S¯
δS(v)
|S|(n− |S|) . (2.22)
Adema´s, si S es una k-alianza ofensiva global en Γ, entonces
δS(v) ≥
⌈
δ(v) + k
2
⌉
∀v ∈ S¯. (2.23)
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De (2.22) y (2.23) se obtiene
µ∗ ≥ n|s|
⌈
δ + k
2
⌉
. (2.24)
Por lo tanto, se obtiene el resultado.
Si Γ es el grafo de Petersen, entonces µ∗ = 5. As´ı, el Teorema 55 conduce a
valores exactos en los siguientes casos: γo0(Γ) = γ
o
1(Γ) ≥ 4 y γo2(Γ) = γo3(Γ) ≥
6. Adema´s, la cota anterior se alcanza para todo k en el grafo completo Kn.
Corolario 56. Para todo grafo δ-regular de orden n, γok(L(Γ)) ≥ n4
⌈
2(δ−1)+k
2
⌉
.
Demostracio´n. Sea A la matriz de adyacencia del grafo L(Γ) y 2(δ − 1) =
λ0 > λ1 > · · · > λb = −2 sus distintos autovalores. Adema´s, sea L la matriz
laplaciana de L(Γ) y µ0 = 0 < µ < · · · < µ∗ sus distintos autovalores.
Entonces, de L = 2(δ − 1)In − A, se tiene que los autovalores de ambas
matrices A y L esta´n relacionados por,
µl = 2(δ − 1)− λl, l = 0, . . . , b. (2.25)
As´ı, el radio espectral de la matriz laplaciana L(Γ) es µ∗ = 2δ. Por lo tanto,
se obtiene el resultado.
Teorema 57. Para todo grafo conexo Γ de orden n, grado mı´nimo δ y grado
ma´ximo ∆,
γok(Γ) ≥

⌈
n(δ+k)
2∆+δ+k
⌉
si (δ + k) es par;
⌈
n(δ+k+1)
2∆+δ+k+1
⌉
en otros casos.
Demostracio´n. Sea γq(Γ) el nu´mero q-dominacio´n de Γ. Toda k-alianza ofen-
siva global es un conjunto
⌈
δ+k
2
⌉
-dominante. Por lo tanto,
γd δ+k2 e(Γ) ≤ γ
o
k(Γ). (2.26)
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Por otra parte, para todo conjunto q-dominante S ⊂ V , q(n − |S|) ≤
∆|S|. Por lo tanto,
γq(Γ) ≥
⌈
qn
∆+ q
⌉
. (2.27)
Luego, se obtiene el resultado.
La cota anterior es tensa. Por ejemplo, se alcanza en el grafo bipartito
completoK3,3; para todos los valores de k. En este caso el Teorema 57 conduce
a 2 ≤ γo−1(K3,3) y 3 ≤ γo0(K3,3) = γo1(K3,3) = γo2(K3,3) = γo3(K3,3).
2.3. Alianzas ofensivas y conjuntos conexos
En esta seccio´n estudiamos el caso de alianzas ofensivas cuyo subgrafo
inducido es conexo (las alianzas conexas) y aquellas en las que el subgrafo
inducido por su complemento es conexo. Denotaremos por γcok (Γ) al mı´nimo
cardinal de una k-alianza ofensiva global conexa.
Proposicio´n 58. Sea Γ un grafo de orden n y grado ma´ximo ∆. Para toda
k-alianza ofensiva global S de cardinal mı´nimo tal que 〈S¯〉 es conexo,
|S| ≥
⌈
2(n− 1) + kn
∆+ k + 2
⌉
.
Demostracio´n. Para todo S ⊂ V , se cumple
|S|∆ ≥
∑
v∈S¯
δS(v). (2.28)
Adema´s, como 〈S¯〉 es conexo, entonces∑
v∈S¯
δS¯(v) ≥ 2(n− |S| − 1). (2.29)
De (2.15), (2.28) y (2.29) se obtiene el resultado.
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La cota anterior es tensa. Por ejemplo, se alcanza en el grafo completo
de orden 4 para k ∈ {−1, 0, 1, 3}. Adema´s, la cota se alcanza en el grafo de
la Figura 2.3, en este caso S = {1, 3, 5} es una 1-alianza ofensiva global de
cardinal mı´nimo en Γ y S¯ = {2, 4} es conexo.
No´tese que si S ⊂ V es una alianza ofensiva global en Γ, entonces S¯ es
un conjunto dominante en Γ. As´ı, si Γ contiene una alianza ofensiva glob-
al de cardinal mı´nimo S tal que 〈S¯〉 es conexo, entonces el dia´metro de Γ
esta´ acotado por
D(Γ) ≤ n− |S|+ 1. (2.30)
Figura 2.3:
La cota (2.30) es tensa. Por ejemplo, se alcanza para el grafo de la Figura
2.3. En este caso el conjunto S = {1, 3, 5} es una alianza ofensiva global de
cardinal mı´nimo y S¯ = {2, 4} es conexo. As´ı, 3 = D(Γ) ≤ n− |S|+ 1 = 3.
Teorema 59. Para todo grafo simple Γ de orden n, medida m, dia´metro
D(Γ) y grado ma´ximo ∆, γcok (Γ) ≥
⌈
2m+nk+2(D(Γ)−1)2
2n+∆+k
⌉
.
Demostracio´n. Si S es una k-alianza ofensiva global y 〈S〉 es conexo, entonces
de (1.36) y (2.20) se tiene que
2n|S| − n+ |S|+∆|S| ≥ 2m+ 2(D(Γ)− 1)2. (2.31)
As´ı, resolviendo (2.31) considerando |S| como un entero se obtiene el resul-
tado.
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La cota anterior es tensa como se muestra a continuacio´n. Sea Γ3,t el grafo
obtenido por la unio´n de cada ve´rtice del grafo completo K3 con los ve´rtices
de un grafo trivial de orden t ≥ 8. En este caso, el Teorema 59 conduce a
valores exactos en los siguientes casos: γco1 (Γ3,t) = γ
co
2 (Γ3,t) = γ
co
3 (Γ3,t) = 3.
No´tese que para k > 3 no existe en Γ3,t k-alianza ofensiva global conexa.
2.3.1. Alianzas ofensivas en grafos cu´bicos
En el caso de los grafos cu´bicos se cumple
n
4
≤ γ(Γ) = γo−1(Γ) ≤ γo0(Γ) = γo1(Γ) ≤ γo2(Γ) = γo3(Γ). (2.32)
Por lo tanto, en esta seccio´n so´lo estudiaremos γo1(Γ) y γ
o
2(Γ).
Teorema 60. Si Γ un grafo cu´bico conexo de orden n, entonces
(i) n
2
≤ γo2(Γ) ≤ 3n4 .
(ii) γo2(Γ) =
n
2
si y so´lo si Γ es un grafo bipartito.
(iii) γo2(Γ) =
3n
4
si y so´lo si Γ es isomorfo al grafo completo K4.
Demostracio´n.
(i) Si Γ es un grafo δ-regular, entonces S ⊂ V es un conjunto δ-dominante
si y so´lo si S¯ es un conjunto independiente. Por lo tanto,
γδ(Γ) + α0(Γ) = n. (2.33)
Adema´s, si Γ es un grafo cu´bico, un conjunto S ⊂ V es una alianza
ofensiva fuerte si y so´lo si S es un conjunto 3-dominante. Por lo tanto,
γ3(Γ) = γ
o
2(Γ) = n− α0(Γ). (2.34)
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Finalmente, como en todo grafo δ-regular Γ, α0(Γ) ≤ n2 , se obtiene la
cota inferior.
Por otro lado, para toda alianza ofensiva global fuerte S tal que |S| =
γo2(Γ), S¯ es un conjunto independiente. As´ı,
3n
2
≤ 3(n− γo2(Γ))+ γo2(Γ).
De ah´ı se obtiene la cota superior.
(ii) Si Γ es un grafo cu´bico bipartito, entonces cada conjunto de biparticio´n
de V es una alianza ofensiva global fuerte en Γ de cardinal n
2
, as´ı γo2(Γ) =
n
2
. A la inversa, si S es un conjunto 3-dominante de cardinal n
2
en un
grafo cu´bico, entonces el conjunto de aristas entre S y S¯ tiene medida
3n
2
. De ah´ı, ambos, S y S¯, son conjuntos independientes y Γ es un grafo
bipartito.
(iii) So´lo necesitamos demostrar que α0(Γ) =
n
4
⇒ Γ ∼= K4. Supongamos
que Γ  K4. Si X es un conjunto independiente tal que |X| = α0(Γ) =
n
4
, entonces 〈X¯〉 es la unio´n disjunta de ciclos. Sea xi el nu´mero de
ciclos de longitud i en X¯, i = 3, ..., 3n
4
. Se tiene∑
ixi =
3n
4
Si xi > 0, para algu´n i > 3, entonces∑
3
⌊
i
2
⌋
xi >
∑
ixi =
3n
4
.
As´ı,
α0
(〈X¯〉) =∑⌊ i
2
⌋
xi >
n
4
.
Por lo tanto, xi = 0, para todo i > 3. Sea Yi ⊂ V \X tal que 〈Yi〉 ∼= K3,
i = 3, ..., n
4
. Sea x ∈ X. Como Γ es conexo y Γ  K4, 〈Yi ∪ {x}〉  K4
y, en consecuencia, α (〈Yi ∪ {x}〉) = 2, ∀i. Sea W = {x, y1, y2, ..., yn
4
},
donde yi ∈ Yi e yi  x. Como W es un conjunto independiente, el
resultado se obtiene por contradiccio´n.
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Un conjunto S ⊆ V es un cubrimiento de ve´rtices de un grafo Γ = (V,E)
si para toda arista {a, b} ∈ E se cumple que a ∈ S o´ b ∈ S. El nu´mero de
ve´rtices-cubrimiento de un grafo Γ, ρ(Γ), es el mı´nimo cardinal de todos los
cubrimientos de ve´rtices de Γ [20].
Odile Favaron y otros en [10] obtuvieron que para todo grafo cu´bico
conexo Γ, ao2(Γ) = ρ(Γ). De (2.34) y del Teorema de Gallai [20], en el que se
plantea que para todo grafo Γ de orden n, α0(Γ) + ρ(Γ) = n, se deduce que
para todo grafo cu´bico conexo Γ,
γo2(Γ) = ρ(Γ). (2.35)
As´ı, podemos plantear que si Γ es un grafo cu´bico conexo, entonces
ao2(Γ) = γ
o
2(Γ).
Existen algunas clases de grafos cu´bicos para los cuales se puede calcular
el nu´mero de alianza ofensiva global fuerte en funcio´n del orden. Por ejemplo,
si Γ = L(Γ1) es un grafo cu´bico de orden n ≥ 6, entonces se tiene γo2(Γ) =
2γo2(Γ1) =
2n
3
. Esto es, Γ1 = (V,E) es un grafo bipartito semiregular de
grados 2 y 3. Si V3 ⊂ V denota el conjunto de ve´rtices de grado 3 en Γ,
entonces γo2(Γ1) = |V3| = α0(Γ). Por otro lado, |V3| = n3 . Adema´s, γo2(Γ) =
n− α0(Γ) = 3γo2(Γ)− γo2(Γ) = 2n3 .
No´tese que en esta clase de grafos esta´n incluidos los grafos cu´bicos de
orden n ≥ 6 que tienen n
3
tria´ngulos independientes1.
En el caso de un grafo regular de grado par, se tiene que γo1(Γ) = γ
o
2(Γ).
Luego por el Corolario 56 y (2.9) se tiene que para todo grafo cu´bico Γ de
orden n,
3n
4
≤ γo2(L(Γ)) = γo1(L(Γ)) ≤ n. (2.36)
1Un conjunto de tria´ngulos es independiente si no tiene ve´rtices comunes.
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Las cotas anteriores son tensas. Por ejemplo, la superior se alcanza en
el grafo completo K4: γ
o
1(L(K4)) = 4 = n. En el caso del grafo bipartito
completo Γ = K3,3 se tiene γ
o
1(L(K3,3)) = 5 y para la cota inferior se tiene
9
2
≤ γo1(L(K3,3)).
Como vimos antes, si todos los ve´rtices de un grafo Γ tienen grado impar,
ao1(Γ) ≤ n2 . A continuacio´n mostramos que el resultado tambie´n es va´lido para
el nu´mero de alianza ofensiva global.
Teorema 61. Para todo grafo regular Γ de orden n y grado impar,
γo1(Γ) ≤
n
2
.
Demostracio´n. Sea {X, Y } una particio´n de los ve´rtices V del grafo Γ tal que
|X| = |Y | = n
2
y la cantidad de aristas entre X e Y sea ma´xima. Supongamos
que ni X ni Y son alianzas ofensivas globales en el grafo Γ, entonces existe
x ∈ X e y ∈ Y tal que δY (x) ≤ δX(x) y δX(y) ≤ δY (y). Como Γ es un grafo
regular de grado impar, δY (x) < δX(x) y δX(y) < δY (y). As´ı, lo supuesto es
falso y se deduce el resultado.
De los teoremas 57 y 61, se deduce que para todo grafo cu´bico Γ de orden
n,
2n
5
≤ γo1(Γ) ≤
n
2
. (2.37)
Ejemplos de grafos para los cuales la cota superior anterior es tensa son
la familia de grafos cu´bicos Γ = Cr ×K2, donde Cr denota el ciclo de orden
r. En este caso γo1(Γ) = r.
2.4. Alianzas ofensivas independientes
Segu´n la naturaleza del problema que motive el uso de alianzas ofensivas
como modelo matema´tico, pudiera ser interesante considerar el hecho de que
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las alianzas ofensivas fueran (o no) conjuntos independientes de cara a estu-
diar el verdadero “poder”de dichas alianzas. En determinados contextos, una
alianza ofensiva que sea un conjunto independiente sera´ ma´s “de´bil”que una
alianza ofensiva que tenga adyacencias entre sus miembros. Motivados por
esta idea, en esta memoria iniciamos el estudio de las alianzas ofensivas inde-
pendientes. Diremos que una k-alianza ofensiva (global) S es independiente
si el conjunto S es independiente2 en Γ.
El nu´mero de k-alianza ofensiva independiente sera´ denotado por aik(Γ),
mientras que el nu´mero de k-alianza ofensiva global independiente sera´ de-
notado por γik(Γ).
Figura 2.4:
En el grafo bipartito completo, K3,3, mostrado en la Figura 2.4, el con-
junto S = {1, 2} es una 1-alianza ofensiva global independiente de cardinal
mı´nimo y el conjunto S = {1, 2, 3} es una 2-alianza ofensiva global indepen-
diente de cardinal mı´nimo. Por lo tanto, ai1(K3,3) = 2 y γ
i
2(K3,3) = 3. No´tese,
que ai1(K3,3) = a
o
1(K3,3) y γ
i
2(K3,3) = γ
o
2(K3,3).
En el grafo de Nill, mostrado en la Figura 2.5, el conjunto S = {1, 4, 6} es
una alianza ofensiva global independiente de cardinal mı´nimo y el conjunto
S = {2, 3} es una alianza ofensiva global de cardinal mı´nimo. En este caso
2 = γo(Γ) = γo1(Γ) < γ
i
1(Γ) = 3.
2Un conjunto de ve´rtices S es independiente si el subgrafo inducido por S es trivial.
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Figura 2.5:
Si Γ contiene una k-alianza ofensiva global independiente, entonces S¯ es
una δ-alianza ofensiva global en Γ. As´ı,
γik(Γ) + γ
o
δ (Γ) ≤ n. (2.38)
Como consecuencia del Teorema 60-(i), se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 62. Sea Γ un grafo cu´bico. Γ contiene una 2-alianza ofensiva
global independiente si, y so´lo si, Γ es un grafo bipartito.
Demostracio´n. En el caso de los grafos cu´bicos se tiene n
2
≤ γo2(Γ) y α0(Γ) ≤
n
2
. Ambas igualdades se cumplen si, y so´lo si, Γ es un gafo bipartito.
En el caso de un grafo bipartito cu´bico obtenemos,
γi1(Γ) = γ
o
1(Γ) = γ
o
2(Γ) = α0(Γ) =
n
2
.
Para todo grafo que contenga 1-alianzas ofensivas independientes se
cumple γo1(Γ) ≤ γi1(Γ). Ejemplos donde se alcanza la igualdad son el grafo de
Petersen y la clase de los grafos cu´bicos bipartitos. Claramente, si α0(Γ) <
γo1(Γ), entonces Γ no contiene alianzas ofensivas globales independientes.
Ejemplos para los cuales α0(Γ) < γ
o
1(Γ) son los grafos isomorfos a C2k+1×K2.
En este caso 2k = α0(Γ) < γ
o
1(Γ) = 2k + 1.
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Teorema 63. Sea Γ un grafo cu´bico de orden n. Toda alianza ofensiva global
en Γ de cardinal 2n
5
es un conjunto independiente.
Demostracio´n. Sea X ⊂ V una alianza ofensiva en Γ de cardinal 2n
5
. Sea c
el cardinal del conjunto de aristas que unen ve´rtices de el conjunto X con
ve´rtices del conjunto X¯. Como X es un conjunto 2-dominante, 23n
5
≤ c.
Adema´s, c ≤ 32n
5
, as´ı la medida de 〈X〉 es nula.
Teorema 64. Sea Γ un grafo cu´bico de orden n. Si Γ contiene 1-alianzas
ofensivas globales independientes, entonces
(i) 2n
5
≤ γi1(Γ) ≤ n2 .
(ii) γi1(Γ) =
n
2
si y so´lo si Γ es un grafo bipartito.
(iii) γi1(Γ) =
2n
5
si y so´lo si existe un conjunto independiente X ⊂ V tal que
〈X¯〉 es un 1-factor de medida 3n
10
.
Demostracio´n. Sea Γ un grafo cu´bico de orden n.
(i) Si Γ contiene 1-alianzas ofensivas globales independientes, entonces
2n
5
≤ γo1(Γ) ≤ γi1(Γ) ≤ α0(Γ) ≤ n2 .
(ii) Si X ⊂ V es un conjunto independiente, entonces X¯ es un conjunto
3-dominante de Γ. De ah´ı, si |X| = n
2
, el conjunto de aristas entre
los conjuntos X y X¯ tiene medida 3n
2
, as´ı Γ es un grafo bipartito.
Inversamente, si Γ es un grafo cu´bico bipartito, entonces γi1(Γ) =
n
2
.
(iii) Sea X una 1-alianza ofensiva global independiente en Γ tal que |X| =
2n
5
. El conjunto de aristas entre los conjuntos X y X¯ tiene medida 32n
5
.
Luego |X¯| = 3n
5
y X es un conjunto 2-dominante. As´ı cada ve´rtice de
X¯ tiene un vecino en X¯ y 〈X¯〉 es un 1-factor de medida 3n
10
. La prueba
en el otro sentido es inmediata.
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Corolario 65. Sea Γ un grafo cu´bico de orden n. Si α0(Γ) <
2n
5
, entonces Γ
no contiene 1-alianzas ofensivas globales independientes.
Ejemplos de grafos donde α0(Γ) <
2n
5
son el grafo completo K4 y el grafo
Γ = C3 ×K2.
Teorema 66. Sea Γ un grafo cu´bico de orden n. Si ai1(Γ) < γ
i
1(Γ), entonces
n+ 2
4
≤ ai1(Γ) ≤
n− 2
2
.
Demostracio´n. Si S ⊂ V es un conjunto independiente en Γ, entonces
3n
2
= 3|S|+
∑
v∈S¯
δS¯(v)
2
. (2.39)
Adema´s, si S ⊂ V es una 1-alianza ofensiva independiente en Γ tal que
|S| = ai1(Γ) < γi1(Γ), entonces existe al menos un ve´rtice v ∈ V tal que
v /∈ (S ∪ ∂S). Por lo tanto, ∑
v∈S¯
δS¯(v)
2
≥ 3. (2.40)
Por (2.39) y (2.40) se obtiene la cota superior. Por otro lado, si S es una
alianza ofensiva en Γ, entonces
3|S| ≥
∑
v∈∂S
δS(v) ≥
∑
v∈∂S
δS¯(v) + |∂S|. (2.41)
Adema´s, como S es un conjunto independiente |∂S| ≥ 3. As´ı,
3|S|+
∑
v∈∂S
δS¯(v) ≥
3n
2
. (2.42)
De (2.41) y (2.42) se obtiene el resultado.
Las cotas anteriores son tensas, se alcanzan, por ejemplo, en el grafo
bipartito completo Γ = K3,3. En este caso a
i
1(Γ) = 2.
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2.5. Alianzas ofensivas en grafos planares
Teorema 67. Sea Γ un grafo planar de orden n. Si S es una k-alianza
ofensiva global en Γ para k ∈ {1, 2, . . . ,∆} tal que el subgrafo 〈S¯〉 tiene c
componentes conexas, entonces |S| ≥
⌈
nk+2(2−c)
k+2
⌉
.
Demostracio´n. El subgrafo Γs = (V,E
′), donde E ′ = {{x, y} ∈ E : x ∈
S, y /∈ S}, es planar y bipartito, por lo tanto, es libre de tria´ngulos. As´ı de
(1.28) se deduce
2(n− 2) ≥
∑
v∈S¯
δS(v). (2.43)
Si S es una k-alianza ofensiva global en Γ, entonces por (2.43) y (2.15) se
tiene
k|S| − nk + 2n− 4 ≥
∑
v∈S¯
δS¯(v). (2.44)
Como el subgrafo 〈S¯〉 tiene c componentes conexas, se tiene
k|S| − nk + 2(n− 2) ≥
∑
v∈S¯
δS¯(v) ≥ 2(n− |S| − c).
As´ı, se obtiene el resultado.
Figura 2.6:
La cota anterior es tensa. Por ejemplo, se alcanza en el grafo completo
K4 y en el grafo de la Figura 2.6 para los siguientes casos:
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k = 1 y c = 2: S = {2, 4} es una 1-alianza ofensiva global y 〈S¯〉 tiene
dos componentes conexas.
k = 3 y c = 2: S = {1, 2, 3, 4} es una 3-alianza ofensiva global y 〈S¯〉
tiene dos componentes conexas.
k ∈ {2, 3} y c = 1: S = {1, 3, 5, 6} es una k-alianza ofensiva global y
〈S¯〉 tiene una componente conexa.
k ∈ {4, 5} y c = 1: S = {2, 3, 4, 5, 6} es una k-alianza ofensiva global y
〈S¯〉 tiene una componente conexa.
Figura 2.7:
Utilizando los mismos razonamientos de la demostracio´n anterior, y te-
niendo en cuenta si el el grado mı´nimo de 〈S¯〉 es al menos p, entonces la
medida de 〈S¯〉 esta´ acotada inferiormente por (n−|S|)p
2
, se obtiene el siguiente
resultado.
Proposicio´n 68. Sea Γ un grafo planar de orden n. Si S es una k-alianza
ofensiva global en Γ y el grado mı´nimo de 〈S¯〉 es al menos p tal que p+ k /∈
{0, 1}, entonces |S| ≥
⌈
n(p+k−2)+4
p+k
⌉
.
Teorema 69. Sea Γ un grafo planar de orden n. Si S es una k-alianza
ofensiva global en Γ para k ∈ {0, 1, . . . ,∆} tal que el subgrafo 〈S¯〉 es conexo
y tiene f caras, entonces |S| ≥ ⌈nk+2f
k+2
⌉
.
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Demostracio´n. Por la fo´rmula de Euler se tiene,
∑
v∈S¯
δS¯(v) = 2(n−|S|+f−2),
y la prueba concluye por (2.44).
No´tese que en el grafo de la Figura 2.7 el conjunto S = {4, 5, 6, 7, 8} es
una k-alianza defensiva global para k ∈ {1, 2}, S¯ = {1, 2, 3} y 〈S¯〉 tiene 2
caras. En este caso, el Teorema 69 para k = 2 conduce a |S| ≥ 5 y para k = 1
conduce a |S| ≥ 4.
Decimos que un grafo Γ = (V,E) es un 4-libro si V es la unio´n de
subconjuntos X1, X2, ..., Xr tales que 3 ≤ |Xi| ≤ 4 y
∃{v1, v2} ∈ E tal que ∀i 6= j Xi ∩Xj = {v1, v2}.
Para i 6= j, no existen aristas que conecten ve´rtices de Xi\{v1, v2} con
ve´rtices en Xj\{v1, v2}.
Si y ∈ V \{v1, v2}, entonces y es adyacente a v1 o es adyacente a v2 y,
si δ(y) ≥ 2, entonces y es adyacente a ambos, v1 y v2.
Cada uno de estos r subgrafos inducidos, 〈Xi〉, es llamado pa´gina del
4-libro Γ.
Es co´modo verificar las siguientes afirmaciones.
γo1(Γ) = 1 si y so´lo si Γ = Sn.
γo1(Γ) = 2 si y so´lo si Γ es un 4-libro.
Teorema 70. Sea Γ un grafo planar de orden n y medida m. Si Γ contiene
alguna k-alianza ofensiva global de cardinal mı´nimo mayor que dos, entonces
γok(Γ) ≥
⌈
2m−n(6−k)+24
6+k
⌉
.
Demostracio´n. Sea S una k-alianza ofensiva global, de (2.15) y (2.16) se
deduce ∑
v∈S
δS(v) + 3
∑
v∈S¯
δS(v) ≥ 2m+ n− |S|. (2.45)
Como |S| > 2, de (1.29), (2.43) y (2.45) se obtiene el resultado.
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Figura 2.8:
La cota anterior es tensa. Por ejemplo, si Γ es el grafo de la Figura 2.8 el
teorema anterior conduce a valores exactos para k = {1, 2, 3} en estos casos
S = {1, 2, 4} es una k-alianza ofensiva global de cardinal mı´nimo en Γ.
F. M. Dong, K. M. Koh y K. L. Teo en [8] obtuvieron que para todo
grafo planar Γ de orden n,
α0(Γ) ≥ n
4
. (2.46)
As´ı, de (2.46) y (2.5) se obtiene que para todo grafo planar Γ de orden n,
k ≤ δ =⇒ γok(Γ) ≤
3n
4
.
2.5.1. Alianzas ofensivas en a´rboles
En [10] se obtuvo el siguiente resultado para el nu´mero de alianza ofensiva
fuerte en a´rboles.
Teorema 71. [10] Para todo a´rbol T de n ve´rtices, ao2(T ) ≤
⌈
3n
4
⌉
.
M. Chellali en [3] estudia las alianzas ofensivas globales en a´rboles, a
partir del ana´lisis de los grafos bipartitos. En particular obtuvo el siguiente
resultado.
Teorema 72. [3] Para todo grafo bipartito Γ de n ve´rtices y nu´mero de hojas
l(Γ), γo1(Γ) ≤
⌈
n+l(Γ)
2
⌉
.
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Adema´s, en el citado trabajo, el autor caracteriza los a´rboles T para los
cuales,
γo2(T ) =
⌈
n+ l(T )
2
⌉
.
En esta misma direccio´n es co´modo verificar la siguiente observacio´n.
Observacio´n 73. Para todo a´rbol T , el subgrafo inducido por una alianza
ofensiva global fuerte diferente de T es no conexo.
Teorema 74. Si S es una k-alianza ofensiva global en un a´rbol de orden n
tal que el subgrafo 〈S〉 tiene c componentes conexas, entonces la medida de
〈S¯〉 esta´ acotada superiormente por n(1−k)+|S|(k−1)+c−1
3
.
Demostracio´n. Si 〈S〉 tiene c componentes conexas, entonces
n− 1 = (|S| − c) +
∑
v∈S¯
δS(v) +
1
2
∑
v∈S¯
δS¯(v). (2.47)
Adema´s, si S es una k-alianza ofensiva global en T , entonces de (2.15) y
(2.47) se obtiene
n(1− k) + |S|(k − 1) + c− 1 ≥ 3
2
∑
v∈S¯
δS¯(v). (2.48)
As´ı, se obtiene el resultado.
Corolario 75. Sea S una 1-alianza ofensiva en un a´rbol de orden n. Si
〈S〉 tiene una, dos o tres componentes conexas, entonces S¯ es un conjunto
independiente.
No´tese que si S es una 1-alianza ofensiva global en un a´rbol y el subgrafo
〈S〉 es un a´rbol, entonces cada ve´rtice de S¯ es una hoja.
Corolario 76. Si S es una k-alianza ofensiva global con k > 1 en un a´rbol de
orden n tal que 〈S〉 tiene c componentes conexas, entonces |S| ≥ n(k−1)−c+1
k−1 .
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Teorema 77. Sea T un a´rbol de orden n. Si S es una k-alianza ofensiva
global en T tal que 〈S¯〉 es un bosque con c componentes conexas, entonces
|S| ≥
⌈
n(k+2)−3c+1
k+3
⌉
.
Demostracio´n. Si 〈S¯〉 es un bosque con c componentes conexas, entonces se
tiene ∑
v∈S¯
δS(v) ≤ |S|+ c− 1. (2.49)
De (2.15) y (2.49) se tiene
2(n− |S| − c) =
∑
v∈S¯
δS¯(v) ≤ |S|(k + 1)− nk + c− 1. (2.50)
Resolviendo la inecuacio´n anterior, se obtiene el resultado.
En el grafo mostrado en la Figura 2.9. Si S¯ = {1, 2, 3, 4} el conjunto S
es una k-alianza ofensiva global para k = 1 y k = 2. No´tese que 〈S¯〉 tiene
dos componentes conexas. En esta caso, el Teorema 77 conduce a |S| ≥ 12.
Figura 2.9:
Mustapha Chellali y Teresa W. Haynes en [4] obtuvieron el siguiente
resultado.
Teorema 78. [4] Para todo a´rbol T , γo1(T ) ≤ α0(T ) ≤ γo2(T ).
As´ı del Teorema 78 y (2.5) se deduce que para todo a´rbol T de orden n
y k ≤ 1,
γo1(T ) + γ
o
k(T ) ≤ n.
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Cap´ıtulo 3
Alianzas duales y cubrimientos
de alianzas
Resumen
Estudiamos las principales relaciones entre las alianzas defensivas
y ofensivas. En particular, estudiamos las alianzas duales (defensi-
vas y ofensivas a la vez) y sus principales propiedades. Prestamos
especial intere´s en el nu´mero de k-alianza dual y obtenemos cotas
tensas para este para´metro. Investigamos, adema´s, la relacio´n en-
tre los conjuntos k-dominantes totales y las k-alianzas defensivas,
ofensivas y duales. Por u´ltimo, estudiamos los cubrimientos de k-
alianzas defensivas (ofensivas), los conjuntos libres de k-alianzas
defensivas (ofensivas) y la relacio´n entre ellos.
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3.1. Alianzas duales. Definicio´n y primeras
propiedades
En [26] se define alianza dual como un conjunto de ve´rtices de un grafo
que es alianza defensiva y ofensiva a la vez. En esta memoria iniciamos el
estudio de las k-alianzas duales a partir de la siguiente definicio´n. Un conjunto
de ve´rtices de Γ es una k-alianza dual (global) en Γ, para −∆ ≤ k ≤ ∆− 2,
si es una k-alianza defensiva (global) y una (k + 2)-alianza ofensiva (global)
a la vez.
El nu´mero de k-alianza dual de Γ sera´ denotado por adk(Γ) y el nu´mero
de k-alianza dual global de Γ sera´ denotado por γdk(Γ). El nu´mero de (−1)-
alianza dual, es conocido como nu´mero de alianza dual, y es denotado por
ad−1(Γ) = ad(Γ), y el nu´mero de 0-alianza dual es conocido como el nu´mero
de alianza dual fuerte, y es denotado por ad0 = adˆ(Γ) [26]. Ana´logamente,
el nu´mero de (−1)-alianza dual global, es conocido como nu´mero de alianza
dual, y es denotado por γd−1(Γ) = γ
d(Γ), y el nu´mero de 0-alianza dual global
es conocido como nu´mero de alianza dual global fuerte, y es denotado por
γd0(Γ) = γ
dˆ(Γ) [1, 26].
Figura 3.1:
En la rueda, W5, de la Figura 3.1, el conjunto S = {1, 2, 3} es una
(−1)-alianza dual global de cardinal mı´nimo y el conjunto S = {1, 2, 3, 4}
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es una 0-alianza dual global de cardinal mı´nimo. En este caso γd−1(Γ) = 3 y
γd0(Γ) = 4.
Evidentemente, para todo grafo se cumplen las siguientes propiedades:
γdk(Γ) ≥ γ(Γ), γdk(Γ) ≥ adk(Γ), γdk+1(Γ) ≥ γdk(Γ), adk(Γ) ≥ ak(Γ),
adk(Γ) ≥ aok+2(Γ), γdk(Γ) ≥ γak(Γ) y γdk(Γ) ≥ γok+2(Γ).
En particular, si todo ve´rtice de Γ tiene grado par y k es impar, k = 2l − 1,
entonces toda (2l − 1)-alianza dual (global) en Γ es una (2l)-alianza dual
(global). Por lo tanto, en este caso, ad2l−1(Γ) = a
d
2l(Γ) y γ
d
2l−1(Γ) = γ
d
2l(Γ).
Ana´logamente, si cada ve´rtice de Γ tiene grado impar y k es par, k = 2l,
entonces toda (2l)-alianza dual (global) en Γ es una (2l + 1)-alianza dual
(global). Por lo tanto, en este caso, ad2l(Γ) = a
d
2l+1(Γ) y γ
d
2l(Γ) = γ
d
2l+1(Γ).
3.2. Alianzas duales
Para algunas familias de grafos se puede calcular con facilidad el nu´mero
de alianza dual global, γd−1(Γ):
γd−1(Kn) =
⌈
n
2
⌉
,
γd−1(Pn) = n−
⌈
n
3
⌉
,
γd−1(Cn) = n−
⌊
n
3
⌋
,
p ≤ s, γd−1(Kp,s) = mı´n
{⌈
p+1
2
⌉
+
⌈
s+1
2
⌉
, p+
⌊
s
2
⌋}
,
γd−1(Wn) =
⌈
n
2
⌉
.
En el caso del grafo completo, toda k-alianza defensiva es una (k + 2)-
alianza ofensiva para todo k ∈ {1− n, . . . , n− 3}. Por lo tanto,
ak(Kn) = γ
a
k(Kn) = γ
o
k+2(Kn) = a
o
k+2(Kn) = a
d
k(Kn) = γ
d
k(Kn) =
⌈
n+ k + 1
2
⌉
.
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R. Brighan, R. Dutton y S. Hedetniemi en [1] obtuvieron el siguiente
resultado.
Teorema 79. [1] Si Γ = Cn × Cm, entonces ad−1(Γ) ≥ 7mn12 .
Aunque conocemos el valor de γdk(Γ) para algunos grafos concretos, como
veremos a continuacio´n, el ca´lculo del cardinal de alianzas globales duales
o´ptimas es bastante complicado.
Problema de k-alianza dual global (k-ADG):
Dado: un grafo G = (V,E) y un entero positivo r ≤ |V |.
Pregunta: ¿existe una k-alianza dual global en Γ de cardinalidad menor
o igual que r?
Teorema 80. [13] ∀k: k-ADG es NP-completo.
A continuacio´n obtenemos cotas tensas para γdk(Γ) en funcio´n de para´-
metros conocidos de Γ.
Teorema 81. Para todo grafo Γ de orden n y medida m,
γdk(Γ) ≥
⌈√
8m+ 4n(k + 2) + (k + 1)2 + k + 1
4
⌉
.
Demostracio´n. Si S es una (k + 2)-alianza ofensiva global, entonces∑
v∈S¯
δS(v) ≥
∑
v∈S¯
δS¯(v) + (n− |S|)(k + 2). (3.1)
Como
∑
v∈S
δS¯(v) =
∑
v∈S¯
δS(v),
∑
v∈S¯
δS(v) ≥
(
2m−
∑
v∈S
δS(v)− 2
∑
v∈S¯
δS(v)
)
+ (n− |S|)(k + 2). (3.2)
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As´ı,
3
∑
v∈S¯
δS(v) +
∑
v∈S
δS(v) ≥ 2m+ (n− |S|)(k + 2). (3.3)
Por otro lado, si S es una k-alianza defensiva global en Γ,∑
v∈S
δS(v) ≥
∑
v∈S
δS¯(v) + k|S|. (3.4)
Por lo tanto, de (3.3) y (3.4) se tiene
4
∑
v∈S
δS(v) ≥ 2m+ n(k + 2) + 2|S|(k − 1). (3.5)
De |S|(|S| − 1) ≥
∑
v∈S
δS(v) y (3.5), se obtiene el resultado.
La cota anterior se alcanza, por ejemplo, para el grafo completo Γ = Kn,
para todo k ∈ {1 − n, . . . , n − 3}. Adema´s, se alcanza para el grafo rueda
de orden 5, Γ = W5, en los siguientes casos: 1 ≤ γd−4(W5), 2 ≤ γd−3(W5),
3 ≤ γd−2(W5) = γd−1(W5) y 4 ≤ γd1(W5).
El siguiente resultado se obtiene de (1.21) y (3.5).
Teorema 82. Para todo grafo Γ de orden n, medida m y radio espectral λ,
γdk(Γ) ≥
⌈
2m+ (k + 2)n
4λ− 2k + 2
⌉
.
La cota anterior es tensa, por ejemplo, se alcanza en el grafo de la Figura
3.2; en este caso se tiene que λ =
√
6 y S = {2, 7, 10} es una (−1)-alianza
dual global de cardinal mı´nimo. Adema´s, se alcanza en el grafo de la Figura
3.3; en este caso λ = 1 +
√
5 y S = {2, 4, 6} es una 0-alianza dual global de
cardinal mı´nimo.
Teorema 83. Para todo grafo Γ de orden n, grado mı´nimo δ y para todo
k ∈ {1− δ, . . . , δ − 2}, γdk(Γ) ≤ n−
⌊
δ−k
2
⌋
.
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Figura 3.2:
Figura 3.3:
Demostracio´n. Sea v un ve´rtice de grado mı´nimo en Γ y sea Y ⊂ NV (v)
tal que |Y | = ⌈ δ+k
2
⌉
. Sea S = {v} ∪ NV (v) − Y . Entonces S¯ es un conjunto
dominante. Adema´s,
δS¯(v) =
⌈
δ + k
2
⌉
≥
⌊
δ + k
2
⌋
= δ −
⌈
δ + k
2
⌉
+ k = δS(v) + k.
As´ı,
δS¯(u) ≥ δS¯(v) ≥ δS(v) + k ≥ δS(u) + k, ∀u ∈ S.
Por lo tanto, S¯ es una k-alianza ofensiva global en Γ.
Por otra parte, para todo v ∈ S¯ se cumple
δS¯(v) ≥
⌈
δ + k
2
⌉
− 1 ≥ δ + k −
⌈
δ + k
2
⌉
− 1 ≥ δS(v) + k − 2.
As´ı, S¯ es una (k − 2)-alianza defensiva global en Γ. Por lo tanto, S¯ es una
(k − 2)-alianza dual global en Γ.
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Un ejemplo donde la cota anterior se alcanza es el grafo completo Kn.
Adema´s, si Γ es el octaedro, el Teorema 83 conduce a valores exactos en los
siguientes casos:
5 ≤ γd2(Γ) = γd1(Γ), 4 ≤ γd0(Γ) = γd−1(Γ), 3 ≤ γd−2(Γ) = γd−3(Γ) y 2 ≤ γd−4(Γ).
3.2.1. Alianzas duales en grafos cu´bicos
En el caso de los grafos cu´bicos se cumple
n
4
≤ γ(Γ) = γd−3(Γ) ≤ γd−2(Γ) = γd−1(Γ) ≤ γd0(Γ) = γd1(Γ). (3.6)
As´ı, en este caso so´lo es necesario estudiar, γd−1(Γ) y γ
d
0(Γ).
Como consecuencia del Teorema 81 se obtiene que para todo grafo cu´bico
de orden n,
γd−1(Γ) ≥
√
n. (3.7)
La cota anterior alcanza la igualdad para el grafo completo Γ = K4.
Teorema 84. Para todo grafo cu´bico Γ de orden n, γd0(Γ) ≥ 3n4 .
Demostracio´n. Como Γ es un grafo cu´bico se cumple que si S es una alian-
za dual global fuerte en Γ, entonces S¯ es un conjunto independiente. Por
consiguiente,
3(n− |S|) ≤ |S|. (3.8)
Resolviendo (3.8) para |S|, se obtiene el resultado.
Para Γ = C3 × K2 el Teorema 84 conduce a γd0(Γ) ≥ 5. As´ı, la cota se
alcanza.
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3.2.2. Alianzas duales en grafos planares
De manera ana´loga a como se hizo en los cap´ıtulos anteriores, en esta
seccio´n estudiamos las alianzas duales en grafos planares.
Teorema 85. Sea Γ un grafo de orden n y medida m. Sea S una k-alianza
dual global en Γ tal que el subgrafo 〈S〉 es planar.
(i) Si n > 2(2− k), entonces |S| ≥
⌈
2(m+24)+(k+2)n
2(13−k)
⌉
.
(ii) Si n > 2(2−k) y 〈S〉 es libre de tria´ngulos, entonces |S| ≥
⌈
2(m+16)+(k+2)n
2(9−k)
⌉
.
Demostracio´n.
(i) De (3.5) y (1.29) se obtiene el resultado.
(ii) Como S satisface (1.30) y (3.5) se obtiene el resultado.
Como consecuencia del teorema anterior se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 86. Sea Γ un grafo planar de orden n y medida m.
Si n > 2(2− k), entonces γdk(Γ) ≥
⌈
2(m+24)+(k+2)n
2(13−k)
⌉
.
Si n > 2(2− k) y Γ es un grafo libre de tria´ngulos, entonces
γdk(Γ) ≥
⌈
2(m+ 16) + (k + 2)n
2(9− k)
⌉
.
En el caso del grafo de la Figura 2.8, el conjunto S = {1, 2, 4} es una
k-alianza dual global de cardinal mı´nimo para k = −1 y k = 0, y el primer
resultado del Corolario 86 conduce a γdk(Γ) ≥ 3. El conjunto S = {1, 2, 3, 4}
es una k-alianza dual global de cardinal mı´nimo para k = 1, y el primer
resultado del Corolario 86 conduce a γdk(Γ) ≥ 4. Adema´s, si Γ = Q3 el
segundo resultado del Corolario 86 conduce a valores exactos de γdk en los
siguientes caso: 2 ≤ γd−3(Q3) y 4 ≤ γd−2(Q3) = γd−1(Q3).
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Teorema 87. Sea Γ un grafo de orden n. Si S es una k-alianza dual global
tal que el subgrafo 〈S〉 es conexo y planar con f caras, entonces
|S| ≥
⌈
2(m− 4f + 8) + n(k + 2)
2(5− k)
⌉
.
Demostracio´n. De la fo´rmula de Euler y (3.5) se obtiene el resultado.
En el grafo de la Figura 3.3 el conjunto S = {2, 4, 6} es una k-alianza
dual global de cardinal mı´nimo para k ∈ {−1, 0}, 〈S〉 es planar y tiene 2
caras. En estos casos el Teorema 87 conduce a γdk(Γ) ≥ 3.
Teorema 88. Sea T un a´rbol de orden n. Si S es una k-alianza dual global
en T y el subgrafo 〈S〉 tiene c componentes conexas, entonces
|S| ≥
⌈
n(k + 4) + 8c− 2
2(5− k)
⌉
.
Demostracio´n. El resultado se deduce directamente de (3.5) y (1.34).
Un ejemplo donde la cota anterior se alcanza es el grafo de la Figura 1.5,
donde S = {1, 2, 3, 4} es una (−1)-alianza dual global de cardinal mı´nimo y
〈S〉 tiene dos componentes conexas. Adema´s, la cota se alcanza para k = 0 en
el camino de orden n, Pn, donde n = 2+3t (t ∈ N). En este caso |S| = n− t
y c = t− 1.
Por el Corolario 76 se tiene que si S es una alianza dual global fuerte en
T y el subgrafo inducido por S tiene c componentes conexas, entonces c ≥ 2.
Como consecuencia del Teorema 88 se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 89. Para todo a´rbol T de orden n,
γd−1(T ) ≥
⌈
n+ 2
4
⌉
y γd0(T ) ≥
⌈
2n+ 7
5
⌉
Las cotas anteriores son tensas como se puede ver en los siguientes ejem-
plos. Para el a´rbol de la Figura 3.2 el Corolario 89 conduce a 3 ≤ γd−1(T ) y
para el camino de orden 5 conduce a 4 ≤ γd0(T ).
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3.3. Conjuntos dominantes totales y alianzas
En este ep´ıgrafe estudiamos la generalizacio´n del concepto dominacio´n
total al caso de multiple dominacio´n. Un conjunto S ⊂ V es r-dominante
total si δS(v) ≥ r, ∀v ∈ V . El nu´mero de r-dominacio´n total, γrt(Γ), es
el mı´nimo cardinal de todos los conjuntos r-dominantes totales de Γ. Para
r = 1 obtenemos el concepto de dominacio´n total introducido por Cockayne,
Dawes and Hedetniemi en [6]. El nu´mero de dominacio´n total, sera´ denotado
por γt(Γ).
El concepto de 2-dominacio´n total se diferencia del concepto de doble
dominacio´n introducido por Harary y Haynes en [18]. Un conjunto S ⊂ V
es un conjunto doble dominante si δS(v) ≥ 2, ∀v ∈ S¯ y δS(v) ≥ 1, ∀v ∈ S.
Evidentemente, todo conjunto doble dominante es un conjunto dominante
total.
El nu´mero de 2-dominacio´n total, γ2t(Γ), puede ser calculado con facili-
dad en algunas familias de grafos, por ejemplo, en los grafos completos, Kn,
los grafos bipartitos completos, Kp,s, y los ciclos de orden n, Cn.
γ2t(Kn) = 3.
γ2t(Cn) = n.
2 ≤ p ≤ s, γ2t(Kp,s) = 4.
Es de esperar que el ca´lculo de γrt(Γ) sea dif´ıcil pues es conocido que el
problema de encontrar γt(Γ) es NP-completo [6].
Problema de r-dominacio´n total (r-DT):
Dado: un grafo G = (V,E) y un entero positivo k ≤ |V |.
Pregunta: ¿para r ≥ 1, existe un conjunto r-dominante total en Γ de
cardinalidad menor o igual que k?
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Teorema 90. [13] ∀r: r-DT es NP-completo.
Si S ⊂ V es un conjunto r-dominante total de cardinal mı´nimo, γrt(Γ),
entonces, para todo v ∈ S, S − {v} es un conjunto (r − 1)-dominante total.
As´ı, si Γ contiene un conjunto r-dominante total con r ≥ 2, entonces
γrt(Γ) ≥ γ(r−1)t(Γ) + 1. (3.9)
Teorema 91. Para todo grafo Γ de orden n y grado ma´ximo ∆,
γrt(Γ) ≥
⌈rn
∆
⌉
.
Demostracio´n. Para todo S ⊂ V se cumple∑
v∈S
δS¯(v) =
∑
v∈S¯
δS(v). (3.10)
Por otro lado, si S es un conjunto r-dominante total en Γ, entonces
(n− |S|)r ≤
∑
v∈S¯
δS(v). (3.11)
Adema´s, ∑
v∈S
δS¯(v) ≤
∑
v∈S
(δ(v)− r) ≤ (∆− r)|S|. (3.12)
As´ı, combinando (3.10), (3.11) y (3.12) se obtiene el resultado.
La cota anterior se alcanza, por ejemplo, para r = 1 y r = 2 en el grafo
completo de orden 4; en este caso el Teorema 91 conduce a γt(Γ) ≥ 2 y
γ2t(Γ) ≥ 3, respectivamente. Adema´s, la cota se alcanza para r = 2 en el
3-cubo; en este caso el Teorema 91 conduce a γ2t(Q3) ≥ 6.
Teorema 92. Para todo grafo Γ de orden n y medida m, γrt(Γ) ≥
⌈
2(rn−m)
r
⌉
.
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Demostracio´n. Si S ⊂ V , entonces
2m ≥ 2
∑
v∈S¯
δS(v) +
∑
v∈S
δS(v). (3.13)
Adema´s, si S es un conjunto r-dominante total, entonces∑
v∈S¯
δS(v) ≥ r(n− |S|) (3.14)
y ∑
v∈S
δS(v) ≥ r|S|. (3.15)
De (3.13), (3.14) y (3.15) se deduce el resultado.
Figura 3.4:
La cota anterior se alcanza para el grafo de la Figura 3.4. En este caso
para k = 2 el Teorema 92 conduce a γ2t(Γ) ≥ 4. No´tese que cada conjunto de
4 ve´rtices que forma un ciclo es un conjunto 2-dominante total de cardinal
mı´nimo.
Si Γ es un grafo δ-regular de orden n, entonces existe un conjunto (δ−1)-
dominante total y γ(δ−1)t(Γ) ≤ n−1. Esto es, como Γ es δ-regular, el conjunto
S = V \{v} con v ∈ V es un conjunto (δ − 1)-dominante total.
Adema´s, si Γ es libre de tria´ngulos, entonces γ(δ−1)t(Γ) ≤ n − 2. Para
deducir esta cota consideremos el conjunto S = V \{u, v} con u, v ∈ V tal
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que u es adyacente a v. Si Γ es un grafo libre de tria´ngulos, entonces todos
los ve´rtices de S tienen a lo sumo un vecino en S¯. Por lo tanto, S es un con-
junto (δ− 1)-dominante total. Las cotas anteriores son tensas. La primera se
alcanza para el grafo completo y la segunda se alcanza para el grafo bipartito
completo K3,3 y para el grafo de Petersen.
Teorema 93.
(i) Todo conjunto r-dominante total es una k-alianza defensiva (ofensiva)
global, para −∆ < k ≤ 2r −∆.
(ii) Toda k-alianza dual global, k ≥ 1, es un conjunto k-dominante total.
Demostracio´n.
(i) Si S ⊂ V es un conjunto r-dominante total en Γ y k ≤ 2r−∆, entonces
δS(v) ≥ r ≥ k +∆− r ≥ k + δ(v)− r ≥ k + δS¯(v), ∀v ∈ V.
Por consiguiente, S es una k-alianza defensiva y una k-alianza ofensiva
en Γ.
(ii) Si S ⊂ V es una k-alianza defensiva global, entonces δS(v) ≥ δS¯(v)+k ≥
k, ∀v ∈ S. Adema´s, si S ⊂ V es una (k + 2)-alianza ofensiva global,
entonces δS(v) ≥ δS¯(v) + k + 2 ≥ k, ∀v ∈ S¯. Por lo tanto, δS(v) ≥ k,
∀v ∈ V .
Corolario 94. Todo conjunto r-dominante total es una k-alianza dual global,
para −∆ < k ≤ 2(r − 1)−∆.
Corolario 95.
Para −∆ < k ≤ 2r −∆, γrt(Γ) ≥ γak(Γ) y γrt(Γ) ≥ γok(Γ).
Para −∆ < k ≤ 2(r − 1)−∆, γrt(Γ) ≥ γdk(Γ).
Para r ≥ 1, γdr (Γ) ≥ γrt(Γ).
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3.3.1. Conjuntos dominantes totales en grafos planares
Teorema 96. Para todo grafo planar Γ de orden n, γrt(Γ) ≥
⌈
n(r−2)+16
6
⌉
.
Demostracio´n. Sea Γ = (V,E) un grafo planar de orden n y sea S ⊂ V . Sea
Γ′ = (V,E ′) un subgrafo de Γ cuyo conjunto de aristas E ′ es el conjunto de
todas las aristas en Γ con un ve´rtice en S y el otro en S¯. Como Γ′ es un grafo
planar libre de tria´ngulos, entonces
2(|n| − 2) ≥ |E ′| =
∑
v∈S¯
δS(v). (3.16)
Si S ⊂ V es un conjunto r-dominante total, de (3.14) se tiene
2(|n| − 2) ≥ r(n− |S|). (3.17)
Adema´s, 〈S〉 = (S,E ′′) es planar. Por lo tanto,
6(|S| − 2) ≥ 2|E ′′| =
∑
v∈S
δS(v) ≥ r|S|. (3.18)
De (3.17) y (3.18) se deduce el resultado.
Las cotas anteriores son tensas. Por ejemplo, la primera se alcanza para
el grafo de la Figura 3.3, donde S = {2, 4, 6} es un conjunto 2-dominante
total de cardinal mı´nimo.
Como consecuencia del Teorema 92 se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 97. Para todo grafo planar Γ de orden n, γrt(Γ) ≥ 2[n(r−3)+6]r .
Adema´s, si Γ es libre de tria´ngulos, entonces γrt(Γ) ≥ 2[n(r−2)+4]r .
Las cotas anteriores son tensas. Por ejemplo, la primera se alcanza para
el grafo de la Figura 3.5, donde S = {2, 4, 5, 6} es un conjunto 3-dominante
total de cardinal mı´nimo. La segunda cota se alcanza para el grafo de la
Figura 3.4, en este caso se obtiene que γ2t(Γ) ≥ 4.
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Figura 3.5:
3.4. Cubrimientos y conjuntos libres de alian-
zas. Definiciones
Un conjunto X ⊆ V es libre de k-alianzas (defensivas, ofensivas o duales)
en Γ = (V,E) si para toda k-alianza S (defensiva, ofensiva o dual) se cumple
que S \X 6= ∅, es decir, X no contiene ninguna k-alianza como subconjunto
[38]. Un conjunto libre de k-alianzas X es maximal si para todo v /∈ X, existe
S ⊆ X tal que S∪{v} es una k-alianza. En esta seccio´n usaremos la siguiente
notacio´n.
φk(Γ): mayor cardinal entre todos los conjuntos libres de k-alianzas
defensivas maximales en Γ.
φok(Γ): mayor cardinal entre todos los conjuntos libres de k-alianzas
ofensivas maximales en Γ.
Si un grafo Γ = (V,E) no contiene k-alianzas defensivas (para algu´n
k), se dice que φk(Γ) = |V | = n. Por ejemplo, en el caso de los caminos,
φk(Pn) = n, k > 1.
Un conjunto no vac´ıo Y ⊂ V es un cubrimiento de k-alianzas (defensivas,
ofensivas o duales), si para toda k-alianza S (defensiva, ofensiva o dual),
S ∩ Y 6= ∅, es decir, Y contiene al menos un ve´rtice de cada k-alianza de Γ.
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Un cubrimiento de k-alianzas es minimal si no contiene ningu´n subconjunto
que sea un cubrimiento de k-alianzas. En esta seccio´n usaremos la siguiente
notacio´n.
ζk(Γ): menor cardinal entre todos los cubrimientos minimales de k-
alianzas defensivas en Γ.
ζok(Γ): menor cardinal entre todos los cubrimientos minimales de k-
alianzas ofensivas en Γ.
Si un grafo Γ = (V,E) no contiene k-alianzas defensivas (para algu´n k),
se dice que ζk(Γ) = 0.
Para el caso de alianzas ofensivas se definen los conceptos anteriores en
sentido de´bil. Esto es, un conjunto no vac´ıo X ⊆ V es libre de k-alianzas
ofensivas (globales) en sentido de´bil, si para toda k-alianza ofensiva (global)
S, (S ∪ ∂S)\X 6= ∅. φwk (Γ) denotara´ el mayor cardinal entre todos los con-
juntos libres de k-alianzas ofensivas, en sentido de´bil, maximales en Γ. De
forma similar, un conjunto no vac´ıo Y ⊆ V es un cubrimiento de k-alianzas
ofensivas (globales) en sentido de´bil, si para toda k-alianza ofensiva (glob-
al) S, (S ∪ ∂S) ∩ Y 6= ∅. ζwk (Γ) denotara´ el menor cardinal entre todos los
cubrimientos minimales de k-alianzas ofensivas, en sentido de´bil, en Γ.
3.5. Cubrimientos y conjuntos libres de alian-
zas
Para algunas familias de grafos se pueden calcular los para´metros φk(Γ)
y φok(Γ) [38]:
Para −n < k < n,
φk(Kn) =
{ ⌊
n
2
⌋
+
⌈
k
2
⌉
para n impar;⌊
n
2
⌋
+
⌊
k
2
⌋
para n par.
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Para −p < k < p y p ≤ q,
φk(Kp,q) =
{ ⌊
k
2
⌋
+
⌈
p
2
⌉
+ q − 1 para p impar;⌈
p
2
⌉
+
⌈
k
2
⌉
+ q − 1 para p par.
Para −p+ 2 < k < q y p ≤ q,
φok(Kp,q) =

⌈
p
2
⌉
+
⌈
q
2
⌉
+ 2
⌈
k
2
⌉− 2 para p y q pares;⌈
p
2
⌉
+
⌈
q
2
⌉
+ 2
⌊
k
2
⌋ − 2 para p y q impares;⌈
p
2
⌉
+
⌈
q
2
⌉
+ k − 2 en otros casos.
Para −p+ 2 < k < q, p, q 6= 1 y p ≤ q, φwk (Kp,q) = n− 2.
Para −n+ 3 < k < n, φok(Kn) =
⌈
n+k
2
⌉− 1.
Para −n+ 3 < k < n, φwk (Kn) = n− 1.
Adema´s, en [38] se muestran los siguientes resultados.
Teorema 98. [38] X ⊆ V es un cubrimiento de k-alianzas si y so´lo si X¯ es
libre de k-alianzas.
Corolario 99. [38] Si Γ es un grafo de orden n, entonces
φk(Γ) + ζk(Γ) = φ
o
k(Γ) + ζ
o
k(Γ) = φ
w
k (Γ) + ζ
w
k (Γ) = n.
Corolario 100. [38] Si Γ es un grafo de orden n, entonces
Si X es un cubrimiento de k-alianzas defensivas (ofensivas) minimal,
entonces para todo v ∈ X, existe una k-alianza defensiva (ofensiva) Sv
para la cual Sv ∩X = {v}.
Si X es un cubrimiento de k-alianzas ofensivas en el sentido de´bil,
entonces para todo v ∈ X, existe una k-alianza ofensiva Sv para la cual
[Sv ∪ ∂Sv] ∩X = {v}.
88 Alianzas duales y cubrimientos de alianzas
Teorema 101. [38] Sea Γ un grafo conexo de orden n y nu´mero de indepen-
dencia α0(Γ). Para −δ < k ≤ ∆,
α0(Γ) +
⌊
k
2
⌋
+
⌈
δ
2
⌉
− 1 ≤ φk(Γ) ≤ n−
⌊
δ
2
⌋
+
⌈
k
2
⌉
.
Teorema 102. [38] Sea Γ un grafo conexo de orden n. Para 0 ≤ k ≤ ∆,
φk(Γ) ≥
⌊n
2
⌋
+
⌊
k
2
⌋
.
Teorema 103. [38] Sea Γ un grafo y r un entero tal que r ≥ 2. Entonces para
todo k ≥ 2 − r, existe un grafo Γ′ que contiene a Γ como subgrafo inducido
y ζk(Γ
′
) = r.
Teorema 104. [38] Sea Γ un grafo y r un entero tal que r ≥ 1. Entonces
existe un grafo Γ
′
con ζwk (Γ
′
) = r que contiene a Γ como subgrafo inducido.
Teorema 105. [38] Para todo grafo conexo Γ, si X es un conjunto libre de
alianzas ofensivas maximal en sentido de´bil, entonces
(i) ∀k2 > −k1, X¯ es un conjunto libre de k2-alianzas ofensivas globales en
el sentido de´bil, y
(ii) ∀k2 > max(−k1,−δ), X¯ es un conjunto libre k2-alianzas defensivas.
A continuacio´n mostramos los resultados obtenidos.
Teorema 106. Todo conjunto libre k-alianzas defensivas maximal en Γ es
una k-alianza ofensiva global en Γ.
Demostracio´n. Si X ⊂ V es conjunto libre de k-alianzas defensivas maximal
en Γ, entonces X¯, es un cubrimiento de k-alianzas defensivas minimal. As´ı,
para todo v ∈ X¯ existe una k-alianza defensiva Sv tal que Sv ∩ X¯ = {v}.
Luego, δSv(v) ≥ δS¯v(v) + k. Por lo tanto,
δX(v) ≥ δSv(v) ≥ δS¯v(v) + k ≥ δX¯(v) + k.
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As´ı, para todo v ∈ X¯, se tiene δX(v) ≥ δX¯(v) + k. En consecuencia, X es
una k-alianza ofensiva global en Γ.
Teniendo en cuenta la definicio´n de k-alianza ofensiva, en el Teorema 106
so´lo consideramos los casos donde −∆ + 2 < k ≤ ∆. En consecuencia, a lo
largo de esta seccio´n se asume que k so´lo toma los valores que dan sentido al
resultado.
Corolario 107. φk(Γ) ≥ γok(Γ) y ζk(Γ) ≤ n− γok(Γ).
Teorema 108. Si X ⊂ V es una k-alianza ofensiva global en Γ = (V,E),
entonces X¯ es un conjunto libre de (1− k)-alianzas defensivas en Γ.
Demostracio´n. Si X ⊂ V es una k-alianza ofensiva global, entonces para
todo v ∈ X¯ se tiene δX(v) + 1 − k > δX¯(v). Por tanto, el conjunto X¯ no es
una (1− k)-alianza defensiva. Adema´s, si Y ⊂ X¯, entonces para todo y ∈ Y
se tiene δY¯ (y) + 1− k ≥ δX(y) + 1− k > δX¯(y) ≥ δY (y). As´ı, el conjunto Y
no es una (1− k)-alianza defensiva. Por lo tanto, X¯ es un conjunto libre de
(1− k)-alianzas defensivas en Γ.
Del Teorema 106 y el Teorema 108 se deduce el siguiente resultado: si
X ⊂ V es un conjunto libre de k-alianzas defensivas maximal en Γ, entonces
X¯ es un conjunto libre de (1 − k)-alianzas defensivas. Un resultado equiva-
lente es: si Y ⊂ V es un cubrimiento minimal de k-alianzas defensivas en Γ,
entonces Y es un conjunto libre de (1− k)-alianzas defensivas en Γ.
Teorema 109. Todo cubrimiento minimal de k-alianzas ofensivas en el sen-
tido de´bil en Γ, con 2−∆ < k ≤ δ, es un conjunto libre de (1− k)-alianzas
defensivas en Γ.
Demostracio´n. Si X ⊂ V es un cubrimiento minimal de k-alianzas ofensivas
en el sentido de´bil, entonces para todo v ∈ X existe una k-alianza ofensiva,
Sv, tal que (Sv ∪ ∂Sv) ∩X = {v}.
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Supongamos que para cada v ∈ X, v ∈ Sv. En este casoX es un conjunto
independiente. En consecuencia, 0 = δX(v) < δX¯(v) + (1− k). Por lo tanto,
X no es una (1− k)-alianza defensiva.
Si v ∈ ∂Sv, para algu´n v ∈ X, entonces δX¯(v) ≥ δSv(v) ≥ δS¯v(v) + k ≥
δX(v) + k. Luego,
δX(v) < δX¯(v) + (1− k).
Por lo tanto, X no es una (1− k)-alianza defensiva.
Si Y ⊂ X, entonces razonando como antes se concluye que Y no es una
(1− k)-alianza defensiva. Luego, se obtiene el resultado.
Teorema 110. Si X ⊂ V es un cubrimiento minimal de k-alianzas ofensivas
globales en Γ = (V,E), entonces X¯ es una (k − 2)-alianza ofensiva global en
Γ.
Demostracio´n. Si X ⊂ V es un cubrimiento minimal de k-alianzas ofensivas
globales, entonces para todo v ∈ X existe una k-alianza ofensiva global, Sv,
tal que Sv ∩X = {v}. Luego,
1 + δX¯(u) ≥ δSv(u) ≥ δS¯v(u) + k ≥ δX(u) + k − 1
para cada u ∈ S¯v. Como X \{v} ⊂ S¯v, se obtiene δX¯(u) ≥ δX(u)+k−2 para
cada u ∈ X \ {v}. Por lo tato, X¯ es una (k − 2)-alianza ofensiva global.
No´tese que siX es un conjunto independiente, entonces para todo v ∈ X,
Sv = X¯ ∪ {v} es una k-alianza ofensiva global (k ≤ δ) tal que Sv ∩X = {v}.
Teorema 111. Si X ⊂ V es una k-alianza defensiva en Γ, 1−∆ < k ≤ δ,
entonces X¯ es un conjunto libre de (1− k)-alianzas ofensivas globales en Γ.
Demostracio´n. Si X ⊂ V es una k-alianza defensiva, entonces para cada
v ∈ X se tiene δX¯(v) < δX(v) + (1 − k). As´ı, X¯ no es una (1 − k)-alianza
ofensiva global. Supongamos que S ⊂ X¯ es una (1 − k)-alianza ofensiva
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global. En este caso se tiene δX¯(v) ≥ δS(v) ≥ δS¯(v) + 1− k ≥ δX(v) + 1− k
para cada v ∈ S¯. Como X ⊂ S¯, se tiene δX¯(v)+ k > δX(v) para cada v ∈ X,
lo que es una contradiccio´n. Luego, se obtiene el resultado.
K. H. Shafique y R. D. Dutton en [39] obtuvieron el siguiente resultado.
Lema 112. [39] Si cada bloque1 de Γ es un clique impar, entonces
φ0(Γ) ≤ ζ0(Γ).
Teorema 113. Sea Γ un grafo cu´bico de orden n. Si cada bloque de Γ es un
ciclo impar, entonces γo1(Γ) =
n
2
.
Demostracio´n. Del Lema 112 y φ0(Γ) + ζ0(Γ) = n, se obtiene φ0(Γ) ≤ n2 .
Adema´s, del Teorema 108 se deduce que, n − γo1(Γ) ≤ φ0(Γ). Por tanto,
γo1(Γ) ≥ n2 . Por el Teorema 61 se obtiene el resultado.
No´tese que si S es una k-alianza ofensiva global independiente en Γ con
k > 0, entonces S y S¯ son conjuntos libres de alianzas defensivas fuertes.
Si S es una k-alianza defensiva de cardinal mı´nimo, ak(Γ), entonces para
todo v ∈ S se tiene que S \ {v} es un conjunto libre de k-alianzas defensivas.
En consecuencia,
φk(Γ) ≥ ak(Γ)− 1. (3.19)
De manera similar al razonamiento anterior se tiene,
φok(Γ) ≥ aok(Γ)− 1, (3.20)
As´ı, las cotas inferiores de ak(Γ) (respectivamente a
o
k(Γ)) nos dan cotas infe-
riores para φk(Γ) (respectivamente φ
o
k(Γ)). Por ejemplo, como consecuencia
del Teorema 10 se obtiene el siguiente resultado.
1Un bloque es subgrafo 2-conexo maximal.
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Corolario 114. Si Γ es un grafo simple de orden n y conectividad algebraica
µ, entonces
φk(Γ) ≥
⌈
n(k + µ)− µ
n+ µ
⌉
.
Teorema 115. Sea Γ un grafo simple de orden n y grado mı´nimo δ. Entonces⌈
δ + k − 2
2
⌉
≤ φok(Γ) ≤
⌊
2n− δ + k − 3
2
⌋
.
Demostracio´n. Si X es un conjunto libre de k-alianzas ofensivas en Γ, en-
tonces δX(v) + 1 ≤ δX¯(v) + k, para algu´n v ∈ ∂X. Por tanto,
δ(v) + 1− k ≤ 2δX¯(v) ≤ 2(n− |X| − 1).
As´ı, se deduce la cota superior para φok(Γ). La cota inferior es consecuencia
directa del Teorema 50.
A partir de los resultados anteriores se pueden obtener cotas superiores
e inferiores para ζk(Γ) y ζ
o
k(Γ). Por ejemplo, del Corolario 99 y del Teorema
115 se deduce el siguiente resultado.⌈
δ + 3− k
2
⌉
≤ ζok(Γ). (3.21)
Conclusiones
En este trabajo se estudian algunas propiedades matema´ticas de las k-
alianzas en grafos prestando especial intere´s a la relacio´n que existe entre el
nu´mero de k-alianza (defensiva, ofensiva y dual) y otros para´metros conocidos
como, por ejemplo, el orden, la medida, el cuello, el dia´metro, el nu´mero
de independencia, el nu´mero de dominacio´n, la conectividad algebraica y el
radio espectral. En algunos casos, se dan fo´rmulas cerradas para el nu´mero
de k-alianza y, en general, se obtienen cotas tensas no triviales para dicho
para´metro. En el caso del grafo l´ınea, se obtienen resultados sobre el nu´mero
de alianza (defensiva y ofensiva) en funcio´n de para´metros conocidos del grafo
original. A lo largo de toda la memoria, se estudian los casos particulares de
grafos planares y de grafos cu´bicos. Hemos estudiado, adema´s, la relacio´n
entre alianzas defensivas y ofensivas, as´ı como las principales propiedades
de los conjuntos libres de k-alianzas y de los cubrimientos de k-alianzas.
Otra de las aportaciones de esta memoria es el inicio del estudio de las k-
alianzas conexas y de las k-alianzas independientes, as´ı como el estudio de la
relacio´n entre los conjuntos k-dominantes totales y las k-alianzas (defensivas,
ofensivas y duales).
El volumen y la calidad de los resultados presentados en esta memoria
nos ha permitido elaborar varios art´ıculos. Algunos de ellos han sido publi-
cados en revistas internacionales [29, 30, 31, 34, 42] y otros esta´n en v´ıas de
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publicacio´n [14, 33, 35, 37, 44]. Adema´s, los principales resultados han sido
dados a conocer mediante la presentacio´n de comunicaciones en congresos
internacionales [13, 32, 36, 43].
Proponemos los siguientes problemas abiertos y futuros
trabajos
Encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para la existencia de
k-alianzas.
Encontrar otras condiciones necesarias y/o suficientes para la existencia
de k-alianzas ofensivas independientes.
Estudiar la complejidad computacional del ca´lculo de ak, a
d
k, φk, φ
o
k y
φwk .
Estudiar los cubrimientos y los conjuntos libres de k-alianzas duales.
Estudiar las particiones del conjunto de ve´rtices de un grafo en k-
alianzas (defensivas, ofensivas y duales).
Caracterizar los grafos para los que se alcanzan las cotas obtenidas.
Encontrar nuevas relaciones entre las k-alianzas y otros para´metros en
grafos.
Explorar las posibles relaciones entre las k-alianzas de un grafo y las
de su complemento.
Extender el estudio realizado a grafos con pesos.
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Γ = (V,E), grafo finito no dirigido y simple.
Γ1 × Γ2, producto cartesiano de Γ1 por Γ2.
|V | = n, orden de Γ.
|E| = m, medida de Γ.
δ(vi) = δi, grado de un ve´rtice vi ∈ V .
δ, grado mı´nimo de Γ.
∆, grado ma´ximo de Γ.
λ, radio espectral de Γ.
µ, conectividad algebraica de Γ.
µ∗, radio espectral de la matriz laplaciana de Γ.
L(Γ) = (Vl, El), grafo l´ınea de Γ.
δl, grado mı´nimo de L(Γ).
∆l, grado ma´ximo de L(Γ).
µl, conectividad algebraica de L(Γ).
Π(Γ) = {V1, V2}, biparticio´n de los ve´rtices de Γ.
|X|, cardinal del conjunto X.
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〈X〉, subgrafo inducido por el conjunto X.
X¯, complemento del conjunto X ⊆ V en V .
NX(v), conjunto de vecinos de v ∈ V en X ⊂ V .
δX(v) = |NX(v)|, grado del ve´rtice v en X.
∂(X), frontera del conjunto X.
dXe, parte entera superior de X.
bXc, parte entera inferior de X.
a−1(Γ) = a(Γ), nu´mero de alianza defensiva de Γ.
a0(Γ) = aˆ(Γ), nu´mero de alianza defensiva fuerte de Γ.
ak(Γ), nu´mero de k-alianza defensiva de Γ.
ad−1(Γ), nu´mero de alianza dual de Γ.
ad0(Γ), nu´mero de alianza dual fuerte de Γ.
adk(Γ), nu´mero de k-alianza dual de Γ.
ai1(Γ), nu´mero de alianza ofensiva independiente de Γ.
ai2(Γ), nu´mero de alianza ofensiva independiente fuerte de Γ.
aik(Γ), nu´mero de k-alianza ofensiva independiente de Γ.
ao1(Γ), nu´mero de alianza ofensiva de Γ.
ao2(Γ), nu´mero de alianza ofensiva fuerte de Γ.
aok(Γ), nu´mero de k-alianza ofensiva de Γ.
α0(Γ), nu´mero de independencia de Γ.
αk(Γ), nu´mero de k-dependencia de Γ.
(Γ), medida del mı´nimo conjunto de aristas dominantes de Γ.
ε(Γ), arista conectividad de Γ.
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φk(Γ), mayor cardinal entre todos los conjuntos libres de k-alianzas defen-
sivas maximales en Γ.
φok(Γ), mayor cardinal entre todos los conjuntos libres de k-alianzas ofensivas
maximales en Γ.
φwk (Γ), mayor cardinal entre todos los conjuntos libres de k-alianzas ofensi-
vas, en sentido de´bil, maximales en Γ.
girth(Γ), cuello de Γ.
γa−1(Γ), nu´mero de alianza defensiva global de Γ.
γa0 (Γ), nu´mero de alianza defensiva global fuerte de Γ.
γak(Γ), nu´mero de k-alianza defensiva global de Γ.
γ(Γ), nu´mero de dominacio´n de Γ.
γt(Γ), nu´mero de dominacio´n total de Γ.
γrt(Γ), nu´mero de r-dominacio´n total de Γ.
γcak (Γ), nu´mero de k-alianza defensiva global conexa de Γ.
γo1(Γ), nu´mero de alianza ofensiva global de Γ.
γo2(Γ), nu´mero de alianza ofensiva global fuerte de Γ.
γok(Γ), nu´mero de k-alianza ofensiva global de Γ.
γk(Γ), nu´mero de k-dominacio´n de Γ.
γi1(Γ), nu´mero de alianza ofensiva global independiente de Γ.
γi2(Γ), nu´mero de alianza ofensiva global independiente fuerte de Γ.
γik(Γ), nu´mero de k-alianza ofensiva global independiente de Γ.
γcok (Γ), nu´mero de k-alianza ofensiva global conexa de Γ.
γd−1(Γ), nu´mero de alianza dual global de Γ.
γd0(Γ), nu´mero de alianza dual global fuerte de Γ.
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γdk(Γ), nu´mero de k-alianza dual global de Γ.
ρ(Γ), nu´mero de ve´rtices-cubrimiento de Γ.
ζk(Γ), menor cardinal entre todos los cubrimientos minimales de k-alianzas
defensivas en Γ.
ζwk (Γ), menor cardinal entre todos los cubrimientos minimales de k-alianzas
ofensivas, en sentido de´bil, en Γ.
ζok(Γ), menor cardinal entre todos los cubrimientos minimales de k-alianzas
ofensivas en Γ.
